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Estabilidad de esquemas temporales

n+1
q

Sup. "t =Ag" — A= eC factor de amplificacion del esquema numeérico

qn

B me indica si la solucion numeérica crece a medida que
hago los pasos

qn+1 = \" q0

— la condicién para que la sol. permanezca acotada es que |A| <1

La estabilidad puede analizarse también por el lado de que el
esquema temporal sea convergente al achicar el paso temporal —
ver Trefethen cap. 1, teorema de Dahlquist (1956)


https://en.wikipedia.org/wiki/Germund_Dahlquist

A depende del métodoy de f(q,t) = dq

dt
Aparece en una PDE con
término advectivo (ondas)
Ec. de oscilacion: dqg
T @~ wa=1) o o8 |
— ==, ¢ — A(t)ezkz -
ot oz

. . dzx dv k v kE dq .
Por ejemplo, laec. delresorte: —=v , —=—-——2 — ¢g=2z—i— ,w=4/— ,— =iwgq
dt dt m w m

También la ec. de rotacion, por ej particula cargada en un campo magnético uniforme:

dv B B du  qBy dv  qBy
mE—qVXB,V—(U,U,O),B—(O,O,B()) ’E_T'Ua dt—_Tu
q= (u+ ) —q:—iwq w:@
Ejemplo en atmdsfera: Coriolis T dt ’ m

% =tkvA



Solucion exacta:

q(t) — q(O)eiwt — q(nAt) — q(O)eiwnz_\t , q[(n+ 1)At] — q(o)ei-w(n+l)At — q(o)eimzAteiwz — q(nAt)ez"wAt

g[(n + 1)At] = Ag(nAt) |\, = eV Ae| =1

Veamos que sucede con los distintos esquemas numericos:

Euler (adelantado)  ¢""! = ¢" + Atf(q", nAt)
="+ Atiw "

qn+1 = (1 4 iwAt) ¢"
tiene errores de fase chicos

A

(1 4 iwAt) A= |)\e? | tanf = wAt — 0~ wAt para At chico

IA? =1+ w?At? > 1 — es incondicionalmente inestable (explota siempre)



sup. esquema atrasado (implicito) "t = ¢" + At

qn+1 — qn +ZWAt qn+1

R
1 — jwAt
1 . .
A = ——=<1 — incondicionalmente estable

V14 w2 At?

(incluye amortiguamiento)

tanf = wAt , 0 - wAt , siAt — 0



At
sup. trapezoidal: ¢""' =¢" + 7(}””1 + ")

At
qn+1 — qn + 7(iqu—H —l—’iqu)
At At
1—i—w) ¢ = (1+iw) "
2 2
- At
n+1 (1+,LT ) n_)\n
¢ = -~ 4 = A
(1-i5 w)
2 2
1+i8tw| /147 -
Al = =1  — incondicionalmente estable
1— 8ty w? At?
| o :
es un buen método para la
wAt . 0 s
tan 6 = T war — wAt , si At — 0 ec. de oscilacion (problemas
-4 advectivos, rotacion)

Programita para comparar estos tres métodos en la integracion
temporal de la velocidad de una particula cargada en campo
magnético uniforme


https://colab.research.google.com/drive/12HSTXEnltv391b5JvaI4P-gFWQil5QMJ

sup. esquema Matsuno (iterativo) g = g+ AtfT ¢ = ¢ 4 Atf(g™ )
q("ﬂ)* =q" + Atiw ¢" = (1 +iwAt) "
" =" + Atiw (1 +iwAt) ¢ = [1 + iw At (1 + iw At)]q" =\ ¢"
A=1—w?At +iw At
A = (1 —w?A)? + w? At =1 — W’ AL + At
siwAt=1— A =1

siwAt >1— A >1

sitwAt<1— A\ <1

1
— esestable siwAt<1 — At< —
w

condicionalmente estable



sup. RK2 q(n+1/2)* — qn + %fn , qn+1 — qn + Atf(q(n—i-l/z)*)

gD gn % iw g = (1 —l—iw%) -

¢ ="+ Atiw (1 +iw%) ¢" = (1+iwAt — w22At2 Vg = A"
A= (1+iwAt — w22At2)
A= (1 WA ) + WAL =1+ w A >1

— incondicionalmente inestable (aunque crece poco si At es chico).

Programita para comparar estos dos métodos iterativos en la integracion
temporal de la velocidad de una particula cargada en campo


https://colab.research.google.com/drive/1jEA-vO2Vl51CtzY6lWzLFizIoQikaobG

sup. esquema leapfrog: ¢ — ¢t = 2A¢t f = 2Atiw ¢

. d
caso especial w=0 — d—z =0 — q(t) = cte

Y gl =0 — sol. numérica va a depender del valor inicial ¢
y de uno adicional ¢
: 0 1 par __ 0 impar __ 1
[ sig #¢ - ¢ =q , ¢ =q
!
q /\/\/\ —
2 “ ¢ 3

y aparece una oscilacion espuria

0

Para ver la estabilidad observemos que: ¢"*! = \¢" , ¢" = \g"! — ¢! = \2g*!

reemplazando en el esq. numérico tenemos:

M —1-2iwAtA=0 — As=i2++/1-0% Q0 =wAt



.y _ _ 0
M —1,si At—0 meda lasolucion fisica @t = Aiq

XA — —1 ,si At—0 ©€sunasolucion @ = A\l

En gral la solucion numérica va a ser una comb. lineal de las dos:

no_ n 0 n 0
q" = aXiq + 034 O sea, el esquema numérico precisa

dos c.i. pero sabemos que la ec. dif.

y depende de cémo elijamos ¢ y ¢t solo precisa una, esa es la c.i. que
llamamos fisica, mientras que la otra la

lamamos
Veamos la estabilidad,

Caso wAt<1—Q]<1 — y/1-0Q°€cR — |\]|=|\| =1 — ambos modos son estables

)\1 — ei01 : )\2 — ei92 .,
Caso wAt=1 @t =eq}
costy = 1-0, sinbs =Q g _ g ' '
da|)\1|:|)\2|:1, 9:71'/2

n+1 _ 2(71'79) n
cosfy = —/1— Q% sinf, = Q 4 =€ q

estable, pero mucho error de fase .
siAt—>0 ->Q—0, 0=xQ—>0,7r—0—>7

Caso |wAt| >1 da alguno de los modos inestable



3 1
n+1 n __ - n n—1
Con el método AB2 " —q" = Zﬂ(gq — 54 )

3 1
)\2—)\(1+§iﬂ)+i§(l:0 da) —1,si0—0

A —0,8102—0
— modo computacional esta amortiguado
2

Q

el modo fisico es inestable pero suficientemente chico



Veamos la estabilidad en la ec. de decaimiento: Veremos que la ec. de
decaimiento aparece en las PDE

parabdlicas
dt 7 ot Tagz 0 0T WE a

(ej: circuitos RL, RC)

— sol. exacta q(t) = q(0)e V™ , g(nAt) = q(0)e AT — £, = e AT
At
Sup. Euler:  ¢""!' —¢" = _an
At
qn+1 — (1 o T) qn

r=1o By At =0, A~ ),
T

t At
AN <1=-1<1-—<1=20<—<2=At<27
T T

— es condicionalmente estable



Otros métodos para la ec. de decaimiento:

atrasado (implicito) — incondicionalmente estable
trapezoidal — incondicionalmente estable

Matsuno, RK2, AB2 — condicionalmente estable

leapfrog — incondicionalmente inestable (el modo
computacional crece sin limites ya que |X2| > 1)

— NO conviene usar leapfrog si hay alguna parte difusiva



Qué hacemos si la f(q,t) no es del tipo oscilatorio o de
decaimiento ? — linealizamos y analizamos la estabilidad
del esquema numeérico en términos del error

Veamos algunos casos, por €j. con el esquema de Euler (adelantado):
qn+1 +en+1 — qn ‘l‘fn —|—At f(qn _'_En,tn)

f@" + €, t") = f(d",t") + (g—g)ne’”r. ..

0
qn+1 +€n+1 :qn—l-én-l—Atf(qn,tn)—l-At(—f) €n+“.

dq
ot [HAt(ﬁ) ]+
oq/,

of

et =\ e A=1+ At<—> — factor de amplificacion (en Euler adelantado)

0q



. : 1
Por ejemplo, si  f(q,t) = ¢, T> 0 (decaimiento)

A=1 +At<g—§) =1- % como ya habiamos visto  |A| <1 = At <27
condicionalmente estable
si f(g,t) =iwq  (oscilacién)
A:1+At<g—£) =1+ iw At AP =1+ w?Ae2 > 1

incondicionalmente inestable



Veamos en el caso de un Euler atrasado (implicito)

qn+1 + 6n+1 — qn + €n + At f(qn+1 _|_€n+1’tn+1)

0
qn+1 + en—+—l — qn + e+ At f(qn-f-l’tn-i-l) + At(—f> €n+1+
n+1

dq
R [1 — At<ﬁ> } =€
aq n+1

1 5, 0
A= Al <1, VAt si 8_f < 0 (decaimiento) o B_f = 4w (oscilatorio)
q q

es incondicionalmente estable en ambos casos, como
habiamos visto



Idem para el trapezoidal:

At
qn+1 +€n+1 — qn L1 _[f(qn-H 4+ 6n+17tn+1) +f(qn +€n,tn)]

2

At of af
n+1 nt+l _ n n = n+1 tn+1 el n+1 nogn _J4 n
" e ¢+t [f(q ; )+(aq>n+1E + f(d" )+(aq>nf]

ntl At (Of S At (0f
@), e r G
4 At (9F
3 (@),

0

1 — At <_f)
2 0 n+1

0
Al <1,V A¢tsi B0 < 0 (decaimiento) o B_f = 4w (oscilatorio)
q q




Veamos para el RK2

qn+1 +6n+1 — qn + €+ At f(qn+1/2 +6n—|—1/2’tn+1/2)

At

qn+1 _|_€n+1 — qn P —I—Atf <qn WP _f(q'n, +67",tn),tn+l/2>

2

At
qn+1 +67L+1 — qn + €t -’rAtf (qn + Tf(qn,t'n),tn—+—1/2) + At ”

en—l—l — 6n

O0q 2 0q

2
Hmﬁﬂ_ﬁ(ﬁ)]

o? of
A=1 — = At —
+ a + 5 o’ aq

L. Of LA
Para el oscilatorio 2L — iw AP =1+ At

g >1

incond. inestable

At Of
-+ ?a—qﬁ )
o 0 1
Para decaimiento —f =—-——<0
Oq T

da estable si At <271



