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Ecuaciéon de adveccion lineal (y a coef. constante)
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Ec. de ondas unidimensional de 1er orden que representa la adveccion de la cantidad v (x,¢) con
velocidad constante ¢ > 0 (podria ser ¢ < 0 también o idem cambiando el signo)

Siu(z,t =0) = f(z) = u(z,t) = f(z —ct) es la solucion

u(x,t}) [\

Adveccion en general \

— polutante (o tinta) 4so ! E=z—ct, u(z,t)=f(¢)
en el aire (fluido) \
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https://en.wikipedia.org/wiki/Advection

La informacion se propaga a lo largo de las curvas caracteristicas (rectas © — ct en este caso)
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Discretizamos la parte temporal y la espacial:

zj=j.Ax=3h j=0,1,...,N

ul? = u(x;,t") :>{
J t"=n.ANt=n.k n=0,1,...,. M

Planteamos un esquema tipo Euler en t y atrasado en x:

n+l ' n n_ ,n

At Az

Si conocemos u; a un nivel de tiempo n para todo j, podemos obtener "' para todo j en el

siguiente nivel n+1

Si c > 0 se llama el esquema “aguas arriba” (upstream o upwind)




Miremos si el esquema es consistente....

Si U(x,t) es la sol. exacta de la ec. diferencial, reemplazemos en la ec. en diferencias con U(z;,t")

y calculamos el error de truncamiento del esquema como:

U(mja tn+1) - U(a:ja tn) U(mja tn) — U(xj—l ) tn)
E = +c
At Az

Hacemos Taylor en los desplazamientos temporales y espaciales,

: 2 7 n n n n z? ( 8U \n
- U(m‘,‘,t")-LAt(%);—‘+%(%);+...—U(:cj,t ) +cU(wj,t ) = Ula),t") + Az(52)r — 8= (25 )n+..

At Ax

luego de cancelar términos resulta:

At (PUN\" Az (9*U\" o . o

E—0 si At—0, Az —0 El esquema es consistente



La consistencia no garantiza la convergencia....
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Si achico los tamarfios de grilla a la mitad (o en la misma
proporcion) no cambia la convergencia a la sol. exacta

para poder llegar con el DD hasta el punto Zo tengo que hacer Az > cAt se llama condicion CFL
Az/At>c , At<Az/c, cAt/Az <1


https://web.stanford.edu/class/cme324/classics/courant-friedrichs-lewy.pdf

Analizemos la estabilidad, con el método de Von Neumann,

cAt
n+l _ ,n n_ ,mn
uj T = - o (uf —uf )
AL gikzy — y\ngikz; cAt [Aneikxj _ )\neik(mj—Aa:)]
Az

Az

A= [1 = %‘;(1 = eikAz))]

A+l yn {1 _ cAt (1 _ eikAm)):|

A=1-—p[l—cos(kAzx) + isin(kAz)]

sol. exacta modo Fourier

u(z,t) = A(t)e*® — A'(t) = —ikc A(t) — A(t) = Age

A =1+ 2u(p — 1) [1 — cos(kAz)]
AI<1 <= 2u(p—1)<0 <= p<1

ﬂgl CFL!

Az



Vemos que la misma condicion para que haya convergencia es la que nos garantiza la
estabilidad

Esto es similar a lo que habiamos comentado de los
esquemas temporales (teorema de Dahlquist — Trefethen)

Es algo general, para ec. dif lineales: consistencia + estabilidad — convergencia

Teorema de Lax-Richtmyer (1956)



https://en.wikipedia.org/wiki/Lax_equivalence_theorem

Dispersion y amortiguamiento en la solucion numerica:

Si planteamos un modo Fourier para la solucion exacta u(z, t) = ae' =+

ot Ox

W
se satisface @ = —c% siw=kceR \\
—

En el esquema discreto  u” = e

. At
y en el upstream: ntl _,n _ ,(xm _ om _ et
uj = — p(uf ) H= Az
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Escribimos: w=Q 44y con 2,y R
T
eiMAte=7At — 1 _ 1 [1 — cos(kAz) — isin(kAz)]
cos(QAt) e "2 =1 — p[1 — cos(kAx)]
sin(QAt) e 72 = psin(kAz)

wsin(kAx)
1 — p[1l— cos(kAz)]

tan(QAt) =
e At = {1 — u[1 — cos(kAx)]}? + p? sin® (kAx)
e A = 1 4 2u(pu — 1) [1 — cos(kAz)]

Sip=cAt/Az=1 =~v=0, Q=kc dalasolucién exacta

Sig>1= <0 daunainestabilidad



Siu<1l=+>0 daestable, pero amortiguado y también presenta dispersion
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Como 2/k # ¢ los modos se propagan con diferente velocidad (deberian
propagarse todos con velocidad c)



Otros esquemas:

cAt
Euler en t, 2do orden en x, urtl = — %(U?H —ury) o= =
Veamos la estabilidad: oy = \"etkz

J

>\n+1eikmj — )\neik:pj - ﬁ [)\neikmj eikAm . )\neikxje—ikAx)}

A" = A" 1 — jusin(kAz)]

A=1[1—ipusin(kAz)]

A =1+ p?sin?(kAz) > 1 — incondicionalmente inestable
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Forma de estabilizarlo: Esquema de Lax — reemplaza u} por E(uyﬂ +uf )
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Si hacemos el analisis de estabilidad con u} = \"e¢** se llegaa: A = cos(kAz) — ipsin(kAz)

IA]> =1 —sin® (kAx) [1—p?]

A <1 <= pu<1 — CFLde nuevo



Para mirar la dispersion y amortiguamiento podemos hacer el mismo analisis, con

y comparar el w obtenido del esquema con el exacto w = ke

Llamando w = +4y con Q,7v € R sellega a:

tan(QAt) = ptan(kAx)

e 28 — cos? (kAz) + p sin? (kAz)

da similar al caso anterior

en particular los modos con k chico dan menos amortiguamiento que los modos con k grande
(recordar k grande significa escalas pequefas)



Algo interesante del esquema de Lax es que se puede
escribir de una forma que “evidencia” la presencia de un

término de amortiguamiento (tipo difusivo)

1 , cAt
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(es cémo la ec. de Navier-Stokes en fluidos) o A2 y At , Az § L CFLL
v = o> = - >c¢ :
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Métodos de 2do orden en t: leapfrog y (iterativo)

. N c2At n+l _ . n—1
Leapfrog: ultt = ynt - SA, (Ui —ui) ui T =y = (e, - ugy)

estabilidad: A" = X\""! — pA" 2i sin(kAxz)

A =1 — 2 psin(kAz) A

A = iusin(kAz) £ \/1 — p? sin® (kAx)

N =1 = 1-p’sin®(kAz) >0 < p<1 — CFL!
notemos que no da amortiguamiento

Pero si hay dispersion, el andlisis parau? = ae'™" %) da  sin(wAt) = psin(kAz) — weR



€es un esquema iterativo en 2 pasos
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Haciendo el analisis de estabilidad se obtiene un factor de amplificacion

A =1 —ipsin(kAz) + p?[cos(kAzx) — 1]
AP =1— k(1 p?)[1 — cos(kAz)]’

Resulta nuevamente [A\ <1 «<— u<1

pero da menor amortiguamiento que Lax (si kAx < 1)



