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Ecuacion de Poisson: ec. eliptica — problemas de valores de contorno

2
En 1D, M = —p(gj)
Ox?
en un dominio [0, L] c.c. p(x=0), ¢(xz=0L) Dirichlet
%(m =0) , %(m = L) Neumann
Oz or
discretizamos: r; =jAx , j=0,1,...,N
¢ — d(z;) , p; — pz;)
¢ bt i1 —24; $jr1 + ¢j1 — 295 = —(Az)’p;

0z? ~ (Ax)?

¢ — (¢17°'°7¢N—1)
¢o , on — dato



Se puede escribir en forma matricial,

Ajp=w
( -2 1 0 0 0 \
1 -2 1 0 0 sistema de (N-1)x(N-1)
A= 1 -2 1 0
0 0 1 -2 1
\0 0 0 1 -2/

— matriz tridiagonal

W = (—¢o — (Az)’p1, —(Az)* po, —(Az)?p3, ..., —dn — (Az)’pn_1)

= ¢=A'w

— hay que invertir una matriz tridiagonal — algoritmo TDMA



mas general — ec. de la forma

d? d do d¢ / ,
c.c. Robin
(Pjr1 + Pj—1 — 205) (D1 — Dj-1)
f; j+ (A;)z 2 gi J+2A;p j +hy és = w;

aj i1+ B ¢+ Pj-1 = W

a; =2(Az)’f; + Az g; , B; =2(Az)*h; —4 , v; =2(Az)*f; — Azg; , w = 2(Az)*w;

c.c. > apr + (bAz — a)py = cAzx a=a, fp=bAz—a ,% =0, wy =cAz
—d'¢n_1+ (W Az +ad')py = Az a O(Ax)

ay =0, Bn =bAz+ad , yw=—d , wy=CAz

— sist. tridiagonal — algoritmo TDMA



Ecuacion de Poisson en 2D — ej: potencial eléctrico o gravitatorio

82 2
( ¢ n 0" ¢
ox?2  Oy?

) = —p(z,y)

Discretizacion

Si es un dominio rectangular —

’¢ Giv1,j + Pi1,j — 205
z, =tAz ; 1=1,...,.N—1 Ox? (Ax)?
yi=JAy ; j=1,...,M -1 ¢ Pinit1 + i1 ~ 20ig
Oy? (Ay)?
Sup. Az =Ay=A
(i1 + Pi1j + Giju1 + Gij1) — 4di; = —A%p;

0<z<L,, 05y<L,

con c.c. Dirichlet o Neumann

.'/I- 1

Yi




Armamos un vector con los valores a determinar de la funcion incégnita,

¢ = Pu-1)x(M-1)+5 = Pij i=L...N=1 " _, vector de (N-1)x(M-1) elementos
j=1,....M—1

La ecuacion en diferencias es:
___~tienelas c.c. y los valores de Pi,j

Agp=w
(—4 1 1 0 0 0 0 0 \
! —4 L 0 0 0 0 — eSs una matriz de bandas de
0 1 —4 1 0 1 0 0 0
1 o 1 -4 1 0 1 0 O (N —1) x (M —1)]?
A = 0 1 0 1 —4 1 0 1 0
0 0 1 0 1 -4 1 0 1
0 0 0 1 0 1 -4 1 0 — ejemplo con N=4, M=4
0 0 0 0 1 1 —4 1 — vector de 9 elementos
\ 0 0 0 0 0 1 1 _4) — matriz de 9x9



Au=w — sistemaen general

ajlul + apus+...+a1m Uy, =

as1 U] + asus+. .. +aom Uy =

Am1Ul + AmaU2+. .. +AmmUm =

det(A;)
— -1 = R i

wy Aij = ajj

w2 — sistema de mxm

matriz adjunta, que resulta de
W reemplazar la columna j de A por

/ el vector columna w

— regla de Cramer

— involucra m! operaciones — impractico



Por eliminacion de Gauss,

uy,u2,-.-.,Un son eliminadas sucesivamente hasta que sélo queda una

sup. empiezo eliminando %1 — multiplicamos ecs 2 a m por ai1/a;1 y las resto de la ec. 1

ajlu; + ajppus+. .. +a1m Uy, = Wy
/ / o
Ayo U2+ o . 0y Uy, = W,

/ / _ /
Ao U2t .. +Q3, Uy = Wy

a; oUz+. .. +AmmUnm = Wy

ai ,  a11 _
J a;1 a1




Repito el procedimiento, ahora con U2

— sigo hasta que me queda una ec. con una unica incognita Um

ajiur + ajpus + ajzus. .. +a1, Uy, = Wy
!/ !/ !/ —
Ayp U2 + Ay U3+ .. Ay Uy = W,

n " -
A33U3+. .. +QA3, Upm = W;

Amm Um = Wy — obtengo Um

T

sistema triangular

En términos matriciales esto involucra la factorizacion de A en dos matrices
triangulares L (lower) y U (upper)

JJ U



(a: 0

xr xr

L = T
xr xZr

\a: T
Aa=w
LUu=w
Uua=L
i=U"'L

8 8 8 © ©

8 8 © © ©

(a: T
0 =z
U=]0 0
0 O
\0 0

factorizacidén LU, Cholesky (en el caso de matrices simétricas)

. : 3
— el numero de operaciones es de orden 1M

o O 8 8 8

o8 8 8 8

"Lesla transpuesta de U

8 8 8 8 8




— paquetes de algebra lineal: LAPACK

Sucesor de LINPACK — Top500 : la lista de las 500 supercomputadoras mas rapidas del mundo

Actualmente la mas rapida es la supercomputadora Fugaku en Kobe, Japén

— 442 PFLOPS !!

PFLOPS = Peta Floating Point Operations per Second = 10 FLOPS

Computadoras hogarefias mas rapidas, consolas de videojuegos — TFLOPS = TeraFLOPS = 102 FLOPS


https://es.wikipedia.org/wiki/LAPACK
https://es.wikipedia.org/wiki/LINPACK
https://www.top500.org/
https://www.r-ccs.riken.jp/en/fugaku/project
https://es.wikipedia.org/wiki/Operaciones_de_coma_flotante_por_segundo

Métodos iterativos — Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, ADI

(hir1j + i1y + Pijo1 + dijo1) — 4di; = —A%pi S A i

1 2 Yj-1 O ‘> pa=
= $ij = Z(Cbi-i—l,j + @ic1j + Pijr1 + Pigo1) + 3 Pii |

Empiezo con una aproximacion inicial, por ejemplo  ¢; ; = promedio de los valores en los bordes

y luego “barro” todos los puntos i,j, y repito esto n veces, es decir, “itero”

1 A?
. +1 __ 7 n
Jacobi: ¢n _( i+1 + ¢2 1 ¢z i1 + ¢z '_1) + pi i
4 J J ! ! 4 residuo de la iteracion n
La idea es que después de un cierto numero /
de iteraciones la solucion no cambie mucho, ‘¢7}+1 — | -0

es decir )
(el método converge)



Equivalencia evolucion temporal: O

2
5 = vV ¢ +ve(zy)

— solucion estacionaria Vi = —p(z,y)

1 n n
¢n+ ¢i,j_y z+1]+¢z 1j+¢]+1+¢13 1_4¢

At A? VP
¢n+1_ ( +¢ +¢n _|_¢ )_|_A_2
i 4 \Pitl i—1,j ij+1 i,j—1 Pi
2
si VAt —l — At a




