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Método de Jacobi: ¢} = ( Pt TR TR )t szj

Engeneral, Aa=d
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Forma matricial: Da"! =d" — (L+ U)a" — Jacobi

Se defineelresiduc R" = A" -d"=(D+L+U)a" - d"

Sillamo Aa"” =a""' —a" — DA@" =Dua""' -Da"=d" - (L+ U)d" — D&"

— DA@" = -R" el método “conduce” Aa" a0



Método de Gauss-Seidel (o de relajacion)

— uso valores ya iterados de ¢?:L11j y ¢’?j11 para obtener ¢EH
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— acelero convergencia

— se puede ahorrar memoria en un programa (porque no
necesito guardar el paso anterior)
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Formagenera, Aua=d E aj;ju; =d; ; i=1,...,m
J=1

D'l_],n+1 4+ Ll—ln-I-l — (_].n . Ul_].n
(D +L)a""! =d" - Ua"

(D+L)Ad" =d" -Ud" - (D+L)a"=d" - Aa" = -R"

— se puede interpretar como otro método que “conduce” Au" a0



Métodos sobre-relajacion

Idea: incrementar la tasa de convergencia “propagando” las correcciones Aa" mas rapido sobre la malla

. ~n+1 . . : . . I . .
Si u"+ es el valor obtenido en el esquema iterativo basico, el valor siguiente se obtiene como:

—n+1 n+1

" —wid" F(l-—w) " =w @ —a") + "

w = coeficiente de sobre-relajacion



Jacobi + sobre-relajacion
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Formamatricial: Au=d
D' =wd" —wL+U)a"+(1-w)Da"

D" =w(d" - Ad")+ D"

'\_n

D Ad" = —wR" "R

n
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Gauss-Seidel + sobre-relajacion = SOR

(sobre-relajacion sucesiva)

~ n+l 1 n+1 n+1 A2 n
Pij = 4( i+1,j + ¢;” 1,j + ¢ 1 T z’,j—l)+ Tpi,j

¢n+1 ¢w + (1 — w) ”] = ’w(¢z,3 o ?y) + ¢Zj
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Forma matricial: A =d

D" +wLa"! =wd" —wU@" + (1 —w) D"

(D+wL) Ad" = —wR"

Como elegimos w ?



Convergencia de esquemas iterativos

Sup. Ue sol.exactade Ada=d <« Aud.,=d

— definimos el error en la iteracibnncomo €" =10 — U,

sup. una subdivisién (splitting) arbitrariade A =P + S

y un esquema iterativo Pu""'=d-Sa" < PA@"=-R'=d"-Aq"

P = matriz de convergencia o pre-condicionador

— la elegimos de manera que sea facil de invertir y “parecida”a A

Notemosque Pe"!' =Pa""!' —Pu,=d"-Sa"—Pu, =—-Sé&"
yaque Au,=(P+S)u.=d = Pu.=d-Su,

= el =—PlSse"=(I-P'A) " =I-P'A)" &
P!A=I+P'S



G=I-P 'A = matrizde amplificacion
Paraque |é"™'| — 0 entonces o(G) <1

con o(G) = max(|\;(G)|) = radio espectral

AN
autovalores

Notemosque R"=Ad"-d=(Ad" -d) - (A, —d)=A (0" — i) =A&"

SSiR" >0 = &"—=0



G=I-P'A —dependedeP

Jacobi: Da""' =d—-(L+U)@* —-P=D, S=L+U G=I-D'D+L+U)=-D ' (L+U)
Gauss-Seidel: (D+L)a""!'=d-U@" —P=D+L, S=U G=I-D+L)'D+L+U)=-(D+L)'U

— se puede ver que convergen si A es “dominante diagonal’

1/n

61’7,

tasa de reduccion de error A€e" = {H}
€

Como €' = (G)"¢' = A€ <o(G)
S = tasa de convergencia = |logo(G)]

El error se reduce un factor 10 en un numero de iteraciones n tal que

1
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1 1/n 1 1
. >0(@) - 107" >6(G) - —=>loge — —logo>— — n>—
10 n n



Ejemplo: ec. Poisson + met. Jacobi, c.c. periddicas

4 1 0 1 0 0 0 0 0)
1 -4 0O 1 0 0 0 O
0O 1 -4 1 0 1 0 0 0
1 0 1 -4 1 0 1 0 0
A=]l0 1 0 1 -4 1 0 1 0
o o 1 0 1 -4 1 0 1
o 0 0 1 0 1 -4 1 0
0O 0 0 o0 1 1 -4 1
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Se puede ver que sin( ) sin( M]> son autofunciones de A, con autovalor

R mli . ofT™M] B
Q= 4lsm<2M)+sm(2M )] Im=1,...,. M
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Como G=I-P'A —)A=1-— = son autovalores de G



el autovalor mas grandees o =cos — <1

para Gauss-Seidel, G =I-(D+L)'A

7l Tm
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y se puede ver que )\ = 1 {cos(M) + cos(w)]

y el valor maximo es ¢ = cos?

— converge mas rapido que Jacobi
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2M?2

SSIM>1 — o~1-—

Para M =100 — o =0.9995, logo = —0.0002 — 1/log o ~ 4600

Reduzco el error un factor 10 en 4600 iteraciones

Para M =100 — —1/logo ~ 2331



Para el método SOR vimos que (D +wL) Aa" = —wR"

y de la definicionde €' =" -4, Au,=d

se obtiene, &""! =G &” G=(D+wL) (1 -wD —wU]

M

es dificil sacar los autovalores de G pero se puede usar que det(G) = H)‘j
j=1

Si det(G)Y <1 = ¢(G) <1

usando que son matrices triangulares se puede ver que det(G) = (1 — w)¥

st >1-wM = 1-w|/<o<l=0<w<?2

Existe un valor Wopt que minimiza o(G)
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1—{-’/1—021]

oj = maximo autovalor ¢/ met. Jacobi

— Wopt = y en ese caso o(Wept) = Wops — 1
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Para el problema de Poisson sabemos que o¢; = cos i

2 s 2
gy = ——~2(1- L L M>1
o 1 + sin - ( M Mz)

21 1
_>JSOR21_M+O(W)
que es mucho mas chico que el sigma de Gauss-Seidel o Jacobi

Para M =100 - —1/logo ~ 35 Il

Otros meétodos iterativos — Gradiente Conjugado vy

/ CGM Generalized Minimal Residual Method
Para matrices simétricas y def. Matrices no simétricas.
positiva. Des. en 1986, Saad & Schultz

Des. en 1952, Hestenes & Stiefel


https://en.wikipedia.org/wiki/Conjugate_gradient_method
https://en.wikipedia.org/wiki/Generalized_minimal_residual_method

