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Métodos Espectrales

Libros:

Chebyshev and Fourier spectral methods (J.P. Boyd)

A practical guide to pseudospectral methods (B. Fornberg)

— visto como un paso al limite de

Spectral methods in Maflab (L. Trefethen) diferencias finitas (o polinomios algebraicos)



http://www-personal.umich.edu/~jpboyd/aaabook_9500toc.pdf
http://people.maths.ox.ac.uk/trefethen/spectral.html

Sup. una ec. dif. del tipo:

a<z<b ,u(lz=a)=u, , u(z

2
operador diferencial (contiene 9 ’ ol )
Or ' Ox2

— expandimos u(z) con N funciones base ¢ (%)

N

u(@) = 3 o éu(2) = uy (@)

n=0

Esto podria ser por ejemplo el truncamiento de una serie
de Fourier (funciones trigonomeétricas)

u(x) = Z cp €L 4 =0,b=1L

n=—oo

reemplazamos un en la ec. dif. y pedimos que se minimize el residuo Ry (z) = L(uy) — f(x)



Coémo elegimos las On ? — segun las c.c. : func. trigonométricas (caso periodico)
\ polinomios Chebyshev (caso no periodico)

faciles de derivar funciones no nulas por secciones (elementos finitos)

A Cn ? . .
Cémo obtenemos los Cn * es cémo un producto interno

RN y ¢n
— Galerkin: asumimos ¢, satisfacen las c.c.y pediV ortogonales

b
/ Ry(z)pn(z) w(z)de =0 , n=0,...,N
si no se llama a
metodo son N+1 ecs con N+1inc. €0y--:3CN
R Ry fuera del
subespacio

— colocacion o pseudo-espectral (PS) generado por las ¢

se introduce una grilla Zo,.--, TN
( N+1 puntos en el intervalo [a,b] )

con valores asociados %o, - A un y pedimos Ry (z;) T 0, :=0,...,N

son N+1inc. y N+1 ecs.

Coy..-9CN



Algunas consideraciones: las func. trigonométricas (o exp.
complejas) lo cumplen

se busca que las ®n sean faciles de derivar /

d (X N do, -
o (Z cn¢n(m)) = Zdnqbn(:c) = % en terminos de ¢1,...,dn
n=1 n=1

. duy
la derivada — = enunpunto Z; depende de ¢Co,---,CN <= Up,..., UN

global (PS) vs local (FD)

— esto permite obtener un orden alto de aproximacion

en FD una aproximacion local con 2 puntos, centrada, daria O(Az?)

aumentando N, si Az =1/N el error escala como O(1/N?)

en PS una aprox. con N+1 puntos da O(Az")
y al aumentar N, si Az =1/N el error escala como O((l/N)N)



convergencia algebraica vs convergencia geometrica

— se dice que los métodos espectrales tienen “precision infinita”

Donde se usan ?

— c.c. sencillas — periddicas — fluidos alto Re: turbulencia — mucha precision

— pronodstico numérico — modelos de circulacion global

espectral en una esfera — armonicos esféricos como funciones base

— muy apropiados p/ problemas no lineales — aliasing



N
u(x) ~ ch on(z) = uy(z) Bn(z)=Lluy) - f(z)
n=0
b
(RN, ¢n) = / Ry (x)¢n (z) w(z)dz =0 (R fuera del subespacio generado por las funciones base)

(L(un) — f(2),¢n(2)) =0 = |(L(un),¢n) = (fi¢n) 5 n=0,...,N

Si £ lineal L(uy) ch (#n)

N

= (E(UA’)7¢m) = ch([f(ﬁbn),qu) - (f’ ¢m) ; m=0,...,N
n=0

N
= chPmn = fm Ppy = (£(¢n)7¢m) ) fm - (f7 ¢m)
n=0

Pe=f = c=p 'f



Ejemplo (armado) :

c.c. periodicas

d*u 1 3 9
- Ly =—-—= — — u(x =0) =u(x =27
~ 3 5 cos(x) 2(:03(2:1:) (z =0) = u( )
¢ 1 3 9
— L = =3 f= —Ecos(w) — 5003(2:1:)
u(x) >~ uz(x) = ¢o + ¢1 cos(x) + ¢y cos(2x)
27 2 L(un),dn) = (f,0n) ; n=0,...,N
g = [ [~ ] wate) costnorie  n=0,1,2 o) o) = o)
dus (L(u2), ¢0) = —mey (f,0) =0 € =0
T = A sin(z) — 2¢; sin(2x) ] 5
d2us (L(u2), ¢1) = —5mar (fir)=—5m =1
T2 =G cos(z) — 4cy cos(2z) ; 2
(ﬁ(uz),¢2):—§7rc2 (fa¢2):_g7r co =1

2w
/ cos(mz) cos(nx)dz = momy,
0

=2r sim=n=20




2
Ejemplo 2: Z—Z + [cos(z) + cos®(z)] u = exp[—1 + cos(z)] w(z = 0) = u(z = 2n)
T

c.c. periddicas

2

— L= - + [cos(z) + cos® (z)] f(z) = exp[—1 + cos(z)]

Sup. u(z) ~uz(x) = cy + ¢1 cos(x) + ¢z cos(2z) + 3 cos(3x)
¢n(z) = cos(nz) , n=0,1,2,3

27 d2 v
(L(uz), pn) = / ld_azz + cos(z) + cos® (x)] ug(z) cos(nz)dz , n=0,1,2
0

d
% = —c; sin(z) — 2¢; sin(2z) — 3c; sin(3z)

i

2
d uz —c; cos(z) — 4cy cos(2x) — 9c3 cos(3z)

dx?

o o 2m
/ cos(mz) cos(nz)dz = Tomp / cos? () cos(nz)dx = T,y si n #0 / exp[—1 + cos(z)] cos(nz)dz = fx

0 0 :

o sine0 /e L(1) sin=0

=27 sim=n=20
func. Bessel e 121, (1) si n#0



1/ 2 1/ 2 1/ 4 0 Co fo fo = 0.465759597
1 _1/4 1/2 1/4 C1 fi £ = 0.207910413
1/2 1/2 —7/2 1/2 Co fa
0 1/4 1/2 -17/2) \cs f3

Queda un sist. lineal:

2 = 0.049938776
3 = 0.008155308
— Cp,C1,C2,C3

u(z) >~ uz(z) = ¢ + c1 cos(x) + ¢y cos(2x) + c3 cos(3x)
— comparar con la sol. exacta

u(x) = exp[—1 + cos(z)]

y con un esquema en FD de 2do orden con N=10, 20 y 40 puntos de grilla



Problemas con dependencia temporal

ou

¥ u(z,0) = g(z)

= L(u) + f(z,t) , u=u(z,t)

N
Galerkin:  u(x,t) ~ Z cn(t) o

n=0

z) = uy(z,t)

8’LLN

Ry = — — L(un) — f(z,1) residuo

ot

b
(f,9) = / F(@)g(z)w(z)dz

Pedimos (¢m,Rn) =0 , m=0,...,N

Si f,9€C — (f,9) / f(@

Z[dcn( )(¢m,¢n) (¢m,z:(uN))] —(¢m, f) =0, m=0,...,N

n=0

— es un sist. de N+1 ec. dif. ordinarias acopladas para los ¢, (t)

a<z<b ,u(z

a) =1u, , u(lx =b) =u

convertimos una
PDE en un
sistema de
ODEs



Si £ eslineal

N
Z |:d02t(t) (¢m7 ¢n) - (¢m7‘c(¢n))cn(t) - (¢m’f) =0 , M = 0, . .,N

n=0
Hyy, = (¢ma¢n) Py = (¢ma£(¢n)) fm = (¢maf)

= dc _

H——.ﬁE:f E:(C()w--’CN) ’ fT:(an"'afN)

mas C.i. (¢m7uN(t = 0)) = (¢m,g) = gm

N
Z Hmncn (0) = 0dm
n=0



Ejemplo: ec. de difusion

% = @ , u(z,0) =g(z) , u(0)=u(r)=0 ——— usamos ¢, = sin(nz)

ot  Ox?
N N
oun de, .
¢ (t) sin(nz) — = —— sin(nx)
& c EN: c §Nj :
L= — uy) = cn(t sin(nz)) = — cn(t) n® sin(nx
= (un) 2 (t) L(sin(nz)) 2 (t) (nz)

(P, dn) = /07r sin(mz) sin(nz)dz = g&mn

(¢mauN( )) (¢mag)

XN: dcn7r5 —|—n27r5 c,| =0 m=1 N
dt2mn 2m'n,n - b - 2°*°*°*

n=1

de,, —m?t 4
%W‘Fm tm =0, m=1,...,N — em(t) = cm(0)e c’”(o):%/{; 9(z) sin(mz)dz




(0. @]
Como la sol. exactaes ~ W®:t) = Z cn (t) sin(nz)

2 2 [T .
cn(t) = gne™ t Gn = ;/(; g(z) sin(nx)dx

en este caso, la solucion por el método de Galerkin me
da simplemente un truncamiento de la serie a N términos

, —N?
—errorvacomo € <1



Con método de colocacion

discretizo el espacio —»  elijo z; =

=7, ulx=m) =0

Ax =
¢n T N+1

N T
uy (z,t) = z ¢, (t) sin(nz)

n=1

{en(®)} = {u(z;,t)} n=1,....N , j=1,...,N

N .
. T]n .
ch(t)SIH(N+1):u(xjat) , J=1,...,N

n—1 Transformada Discreta de Fourier (DFT)
— N . (en sen)
Fe=u = (t)—LZu(x-t)sin mJn n=1 N
—' Cn —N+1j:1 Jo N+1 s — by
Fjjn = sin TJn > -1 /
N+1 c—F @ ol 2 Sin(ﬂ'jn) .
" N+1 N+1 /0 sin(jz) sin(kz)dz = g ik

N . x N
. Tin . [ mkn N+1 n U /
) = : de — —— -
vale n:1sm(N+1>sm(N+1) 2 it T NT1 N+1 o =



al al (9uN N de
L(uy) = ch (t) L(sin(nz)) = — ch(t) n? sin(nz) Z d_tn sin(nz)
n=1 n=1 n=1
ou N Tde,
Pedimos: [8—:’ - ﬁ(UN)] . =0 o nz:; [ “in cn} sin(nzr) =0 — ddiz = —n2e,
k=1,...,N

pero si no utilizo las identidades  {c.(t)} < {u(z;,1)}

N+1 N+1

2 N Tin ) d
cn(t) = Zu zj,t)sin reemplazo en la ec. de residuos parala —
_7:1

N [ du(z;,t) ) L min Y\ .
ZN 112[ +n u(:cj,t)] s1n<N+1)sm<

utilizando la identidad de ortogonalidad queda
du(a:j,t)

este caso qued¢ facil (desacoplado)

para dejarlo todo en términos de los u(z;,t)

Cn

dt

TIin 7rkn)
E g g n? sin sin u(zj,t) =0 k=1,...,.N
=1 j=1 n=1 ( ) <N+1



du(z,t) N

— sistema acoplado

2 N Tin Tkn : .
Dy = — 2 6 i se llaman matrices de Toeplitz
, =T sm(NH)sm(NH) o

(tienen diagonales constantes)

nos queda esa matriz de diferenciacion

2
que proviene en este caso del operador [ = %
£
Notemos que un planteo directo en FD centradas nos daria las ecs:
duk 1 ™
g _ — 2 A )
p A2 (ups1 + up—1 ug) , Az N1
2
Dj, = — 5 st =k
Az es decir queda una matriz de diferenciacion tridiagonal
1

Dj, = A si j=k=x1 (con muchos ceros)


https://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_de_Toeplitz

