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Métodos espectrales: casos no periédicos
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Los métodos con series de Fourier trigonométricas como vimos son especialmente |

adecuados cuando tratamos con problemas periddicos o

1.0

— la no periodicidad en la funcion o su 1er derivada introduce una discontinuidad
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susceptible del fenémeno de Gibbs
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By Peretuset - Own work, CC BY 3.0,

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=9901845

— se introducen otro tipo de funciones base : en general conviene que sean funciones ortogonales

— soluciones de problemas de Sturm-Liouville: polinomios Chebyshev, polinomios de Legendre
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Vamos a considerar en este caso el método de colocacion — discretizamos en el espacio T , es decir

introducimos grilla <

y los valores de la funcion U;


https://en.wikipedia.org/wiki/Gibbs_phenomenon
https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_Sturm-Liouville

En el método pseudoespectral Io que hicimos fue interpolar la funcidén incdgnita con los valores en los
puntos de grilla, utilizando la expansion (truncada) en funciones base y calcular derivadas espaciales a
partir de esa expansion.

Recordemos que (alla lejos y hace tiempo) hicimos algo asi: vimos que podian obtenerse expresiones
para las derivadas espaciales (de distinto orden) derivando polinomios que pasaran por los valores de
la funcion incégnita en los puntos de grilla — polinomios de Lagrange
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Sucede que aproximar funciones con polinomios sobre
puntos de grilla equiespaciados trae problemas al
aumentar el orden — fenomeno de Runge
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— gente pensante encontré una solucion a esto usando
puntos no-equiespaciados — puntos de Chebyshev

De Nicoguaro - Trabajo propio, CC
BY 4.0,
https://commons.wikimedia.org/w/ind
i . ex.php?curid=44404005

(ver Trefethen — teoria del potencial)



https://es.wikipedia.org/wiki/Fen%C3%B3meno_de_Runge
https://es.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Chebyshov
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(si no reescalo el problema a ese intervalo)

— notablemente esto corrige el fendbmeno de Runge,
permitiéndome aumentar el N (y con eso mejorar
fuertemente la precision — por supuesto que a un
costo...mas cuentas !)

Steven G. Johnson, CC BY-SA 4.0
<https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0>, via
Wikimedia Commons



Para realizar la diferenciacién numérica el procedimiento que vamos a seguir entonces es:

1. Buscamos el polinomio interpolante de Lagrange de orden N que en los puntos ;i = cos(j7/N) , j=0,1,...

ajuste a los valores de la funcion u; = u(z;)

2. Derivamos (analiticamente) ese polinomio y evaluamos en cada punto €; para obtener la
aproximacion a la derivada en ese punto

Clave: el numero de puntos N+1 es igual al orden N del polinomio interpolante

cuando hicimos esto en dif. finitas elegiamos N+1 puntos
(normalmente equi-espaciados) pero el orden del polinomio
podia ser 2, 3, etc — orden mas alto supuestamente
mejoraba la aproximacion

Las operaciones 1) y 2) se pueden poner en forma de una matriz de diferenciacion u' =Dyt

(como sucedia en diferencias finitas)



Veamos un ejemplo de como es la matriz de diferenciacion, empezando con un N=1 (bajo)

los N+1=2 puntos de Chebyshevson zo=1 , z1 =-1

y el polinomio interpolante de Lagrange de orden N=1 que pasa por los valores wug , u; en esos puntos es
1 1
p(z) =51 +z)u + 5(1-2)u

y su derivada (analitica) es

1 1

l T — —_— —
P(CL’)— 2U0 2u1

uy yuy danlomismo en este caso

1/2 —-1/2
y la matriz de diferenciaciones D1 = 1/2 —1/2



Consideremos ahora N=2. Los N+1=3 puntos de Chebyshevson zo =1 , 1 =0, 2y = —1

y el polinomio interpolante de Lagrange de orden N=2 es
1 1
p(z) = 5:3(1 +x)u+ (1+x)(1—x)u; + §w(1 — ) Uy

cuya derivada es

1 1
p'(a:):(w+§)u0—2a:u1+(x—§)w

evaluando en los 3 puntos de Chebyshev obtenemos la aproximacién a la derivada en esos puntos

La matriz de diferenciacion es
3/2 -2 1/2
a = D-oi
Dy=| 1/2 0 -1/2 u 2
-1/2 2 -3/2



Para N arbitrario se obtiene la matriz de diferenciacion Dy de (N +1) x (N +1)

2N° +1 2N + 1 L )
(DN)OO: (DN)NN:—— (DN)]] 2(m2_1) s J 1,...,N 1
6 6 2
. -1 i+7 . ,
(DN)Z'J':&L , 1 #7, 4,j=1,...,N—1 =2 ,i=00N
¢ (@i — ;)

Cizl ; izl,...,N—l
Con esta matriz podemos aproximar la derivada de cualquier funcién evaluada en los puntos de Chebyshev

N
_/

= Dyt u' () :Z(DN)U u(z;) , i=0,...,N
=0

Con el mismo procedimiento podemos aproximar la derivada segunda y la matriz de dif. es

Nt _1 Nt _1 " (N?-1)(1—23)+3
2 2 (2) J _
(D)oo = T (D) ww = B (Dy))jj = — 30—y ,j=1,...,N—1
2 (-1)7 2N? +1)(1 —=;) — 6 (2) (1) 2} i — 2
DYy = = , j=1,...,N DY)y, = :
=3 K (1 —a)° ’ D )i ¢ (1—af)(zi — ;)
2 (17N 2N* + 1)1 + ;) — 6 A
DY) =% =0,...,N—-1 iFj,i=1...
( N )NJ 3 Cj (1+mj)2 ] .7 07 9



En un problema de evolucion temporal estas matrices de dif. espacial se calculan al principio y
luego las utilizamos para ir avanzando en el tiempo, en cada paso tenemos que hacer las cuentas
de matriz x vector para cada uno de los puntos de grilla

— son O(N?) operaciones por cada paso temporal

Alternativa: utilizar funciones base, como hicimos con Fourier y pasar de un espacio
a otro (real — modos) y hacer las derivadas espaciales en el espacio de modos y (en
caso de que haya) las convoluciones en el espacio real

— esto funcionaba bien porque teniamos la FFT O(N log N) operaciones



En este caso, las funciones base que conviene usar son los polinomios de Chebyshev

T, (xz) = cos(nf) , x = cos(6) n=0,1,2,....

T, (z) = cos(narccos ) To(z) =1 Ti(z)==

Tr(x) =22 -1 Ti(z) =42® — 3z
Thii(z) =22 T, (x) — Th—1(x)

(sale por trigonometria)

Otras propiedades utiles de los polinomios de Chebyshev:
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Si evaluamos los polinomios de Chebyshev en los puntos de Chebyshev obtenemos:
(corresponden a extremos de los polinomios)

T, (z;) = cos %
N N N g
Si planteamos, uy (x) = Z an Ty (x) un(x;) = ZanTn(wj) = Gy COS —=
n=0 n=0 n=0

éan:ZN—uN(a:j)cosT , n=0,1,...,N con ¢, =2 sin=06N
cpb=1sin=1,.... N—1

= 2 j _ Tin
{an} <~ {u(:rj)} a=Cu Chj = Newc, cos wjz[n C’jn1 = Cos N

Esto es similar a una transf. discreta de Fourier (en cosenos) — se puede usar una FFT !

Las pueden hacerse en el espacio de modos, utilizando relaciones de recursion — O(N) operaciones
duy N~ () Pun _ N~ @)
— = T = a,,’ T, (x
B~ 2 a2 )
ena =a®, +2(n+ Dapyy , n=N-1,N—2,....,0 cnal) =al?, +2n+1)a, , n=N-1,N—-2,....,0
aV =0 o, =0 a? =0 oQ, =



