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Error de truncamiento en un esquema en diferencias: consistencia

of _ o

Consideremos la ecuacion de difusion : =Ko
ot or

con f = temperatura en una barra, K = conductividad térmica

0<z<L f(z,t = 0) condicion inicial

+ cond. contorno sobre f(z = 0,t)

Discretizamos la parte temporal y la espacial:

zj=j.Ax=35h j=0,1,...,N

N — ',tn —
f] f(aj] ) {tn:n.At:n.k n:o’l’...,M

y f(z=L,t)
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Para la parte espacial utilizamos un esquema centrado: <

C s

Para la parte temporal utilizamos un esquema adelantado: (ﬁ) =

at ) ;

=10 a2

Entonces tenemos, K
YAN 7 Azx?

que seria la ecuacion de difusion en su forma discreta (con este esquema particular)

Supongamos ahora que F'(z,t) es la solucidén exacta de la ecuacién diferencial

si reemplazamos f = F(z;,t*) ©n la ecuacion discreta, no va a satisfacerse en general .

(es decir, la solucién de la ec. diferencial no es necesariamente solucion de la ec. discreta)

ntl " n o . error de truncamiento
Llamamos E — Fla;, 7)) = F(=;,¢") ,iF(xj“’t ) + F(zj-1,1") — 2F(2;,1")  de la aproximacion en
At Az? diferencias finitas




Hacemos Taylor en los desplazamientos temporales y espaciales,

F(z;,t") + At(L)r + 88 (ZE )t —F(z;,t")
At
F(zj,t") +Am(§) %(%)}‘+...+F(zj,t”) Aa:(‘”’)" Shy. A"‘ ("ZF)“ +.. —2F(z;,1")
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OF\" At [2F\" PF\"  Az? (0*F\" 2 A d

el 1ery el 3er término se cancelan, ya que F satisface la ec. diferencial, con lo cual queda:

At (9*F\" Nz* (*F\" o A 4
E = - (6152) —E 5 (aw4>j+O(At,Am)




At (O2F\" Az? (F\"
FEF = —| — _ 2 4
5 (0152 )j K5 (aw4)j+O(At,Am)

vemos que (si las derivadas estan acotadas) FE —0 si At—0, Az — 0

Decimos que un esquema (de discretizacion) es consistente si el error de truncamiento tiende a 0

cuando hacemos tender a 0 el espaciado (de grilla) temporal y espacial.



No es obvio que esto pase siempre !

Ejemplo de un cambio “inocente” en la ec. discreta:

n+l _ rn n o n+l _ pen—1 : (gt n—1
J; J; — i I 2 lo modificamos por Ji Ji _ i I U AT

At N 2N ¢t & N

Reemplazando la solucién de la ec. diferencial F en este nuevo esquema discreto y haciendo Taylor queda:

OF\" P2F\" At\2/PF\" ./ At\? .
E=(—) —k(=— (=) [ =— A2 Az? [ == ) A
(%), (5), +=(a) (i), rowe.ne(55) o)

J Jj

Los dos 1ros términos se cancelan como en el caso anterior, pero el siguiente término no
necesariamente tiende a 0 cuando el espaciado temporal y espacial tienden a 0, ya que
si los espaciados son proporcionales entre si entonces ese término sobrevive.

Este esquema no es consistente con la ec. de difusién !!



Alcanza con que el esquema sea consistente 7 — Nop

Si resolvemos la ecuacion discreta numéricamente (a menos del error de redondeo que
vamos a ignorar) lo que nos interesa es la diferencia entre esa solucion numeérica y la
exacta. A esa diferencia la vamos a llamar error de discretizacion

D= fjn —F(ZBj,tn)

Podemos distinguir entre error de discretizacion local y global

El error local se define
Sol. exacty ?(x,ﬂ calculandolo como la diferencia
entre la solucion exacta y la
numeérica partiendo del ultimo
instante como condicién inicial




Lo que quisiéramos es que nuestra solucion numerica se aproxime a la solucion exacta a medida que
disminuimos los espaciados temporal y espacial — en ese caso decimos que la solucion numeérica
converge a la solucién de la ecuacion diferencial.

Es decir, decimos que el esquema numérico es convergente

Vinculado con el concepto de estabilidad de un esquema numerico:

— a medida que (en el tiempo) esperamos que la solucidon numeérica se
mantenga

Es decir, queremos que el (mddulo) del error de discretizacion |f}l — F(jAz,nAt)|

se mantenga acotado, cuando incrementamos “n”, dejando fijos Az, At



En general hay 3 formas de analizar

1)  Método directo: maz ;) If;-‘“I se mantiene acotado
, @ 2 |
2) Método de la energia: —~ se mantiene acotado

3) Método de von Neumann:

~N . .
proponemos f;f‘ — f eihiAT

y definimos el “factor de amplificacion” » | f”“ = A"

es decir, el cociente de la solucion numérica entre la iteracion en un paso y el
paso anterior

(también se lo llama el método del autovalor)



Esquemas temporales: integracion de ecuaciones diferenciales ordinarias

L~ flatt). (0. €

qt=0)=¢qy ,t€[0,T] — problema de valores iniciales
Ejemplo: ecuacion de decaimiento % =Aq ,AeR<0 , q(0)=g €R
Ejemplo: ec. de Newton para una masa en un resorte m% = —kzx

q = (z,v) € R?



En gral cualquier sistema de orden mas alto se puede llevar a un sist de 1er orden
(Lagrange — Hamilton en Meca Clasica)

y cOmo veremos después una ec. en derivadas parciales se puede llevar a un sist. de ec. ordinarias
en el tiempo una vez que hayamos discretizado en el espacio (o reemplazado por modos normales).

Métodos no-iterativos

Supongamos que integramos la ec. diferencial en el tiempo desde (n — m)At hasta (n + 1)At

con n > m enteros positivos

(n+1)At

i+ ) A —aln—m) A =gt =g [ gty a

aproximamos la integral utilizando los valores de f en los niveles de tiempo discretos

(n+1)At
/( " flgt)dt = [(n+1) At —(n—m) AL B +anf" +om 1 P +Han o f* 4o 0
n—m)At
[ > 0 entero
con f" = flg(nAt),nAt|



n+l__ .n—-m

q(1_+_m(;At — /Bfn+1 + anfn + an-—1 fn_1+. .. —'_an_lfn_l

Sig=0 el método se llama explicito y el valor de ¢"*! se puede obtener de los valores en instantes
anteriores.

Sig+0 el método se llama implicito y hay que “despejar” ¢**! cémo argumento de f de la ecuacion en
diferencias

La ecuacion de arriba define una familia de métodos, en donde tenemos la libertad de elegir

”» [13 I ”

los valores de “m”, “I" y los coeficientes (bajo ciertas condiciones)

Para obtener las condiciones sobre los coeficientes, hacemos Taylor alrededor del instante ¢t = nAt
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d1—(B+on+onat...+an)]+ Atg" lE( l_::; ) —B+ap1 + 20, 2+... +laﬂ_g]
At 1 1+m3> A 1 1+m4) .
—q" |= 4 R b — " | = 8 P e
24[3(1+m_ B~ an 1 — 4o 24 a-nl] Gq [4 1+ m B+ oany+8aat... s |4 €
’ dq " '
donde usamos ¢ :E:f;q =f...

y € es el error de truncamiento

De pedirque e — 0 cuando At — 0
obtenemos la

1=84+a, +a, 1+...+a,_y

y en ese caso obtenemos

_ " l 1_777'2 _ 2
e=/Atq 2\ Tom B+ an-1+20n-9+...+loy 1| + O[(AL)*]

y el esquema tiene al menos precision de 1er orden



“I”

Tenemos todavia la posibilidad de elegir el valor de “I’ y “I+1” coeficientes

Por ejemplo podriamos elegir las cosas para que el primer término del error sea 0 y
obtendriamos un esquema de orden O[(At)?]

En general podemos llegar hasta un orden de precision “I+2” eligiendo
convenientemente los coeficientes. En el caso de un esquema explicito
queda fijo 8 =0y por lo tanto el orden de precisién puede ser hasta “I+1”



Métodos explicitos: 8=0

Meétodo de Euler o Adelantado: m =0, =0 — a«a,=1 yelerrores e= %q" + O(At?)

n+1 n

el esquema queda % = " + O(At) "t = ¢" + Atf" + O(At?)
— error /ocal O(A#?) , error global O(At)
i Voy de 0 a T en N pasos
Métodos de Adams-Bashforth: m =0, 1 >0 AN T T
=T — N = A7

2 _ T 2 __
. N(A)? = (At)? = T(AD

Sil=1,

, , 1
La cond. consistenciaes a, +a,-1 =1 yelerror e=Atqg" (an—l + 5) + O(Lt%)

: : 1 , . . 3
Si elegimos a,-1 = —3 el esquema tiene precision de segundo orden. Ademas «, = 5
ntl _ gn 3 1, ) (ademas hay
yqueda — ;7 §fn - §fn_ + O(AtY) (en un programa guardamos el que hacer algo

valor previo de f, para no evaluarla especial en el
AB2 dos veces por iteracion) 1er paso)



Con |=2 obtenemos un esquema de tercer orden de precision y resulta «,, =

qnﬂ—qn__n_fru -2 3 AB3
At 2l 3/ f O(At)
ntl _ gn 55 59 37 9
Con |=3 q q Y m YUY -1 ° m-2 v 4
’ At 24f 24f + 24f 24 +O(AF) AB4
Meétodo “salto de rana” (leapfrog): m =1, =0
n+l _ n—1 2
g —9 con error ¢ — 2L g
2At

23

12



Métodos implicitos: B # 0

n+1 n

q —q n n — _ 1
COIlm:O, =0 T:Bf+l+anf ﬂ—l—an—l 6Atq”<§—ﬁ>+O(At2)

n+l _ n

Sif=1,a, =0 obtenemos el Método atrasado implicito 2 ~ T _ 14 O(A)
de precision de primer orden
_ 1 1 . . ¢t —q¢" 1 1
Sitomamos S = 5 =3 obtenemos el Método trapezoidal = Ean + Ef” + O(A#?)

que es de segundo orden

Con m=0, >0 Seobtienen los llamados Métodos de Adams-Moulton

—_— 7 — ¢ 5 8 .. 1,4 3 AM3

Sil=1, ——— ="+ 5" -/ +0(Ar)

Sil=2 (f“—_quzifn+1+l_gfn_if"—1+if7l—2 +O(At4) AM4
’ At 24 24 24 24



Meétodos iterativos

La idea es obtener ¢"*! a través de un procedimiento iterativo, en pasos, que involucran multiples
evaluaciones de la funcion “f’

Si son dos pasos el 1er paso suele llamarse “predictor’ y el 2do paso se llama “corrector”

En general tienen la ventaja de ganar mayor precision y de que es posible tomar pasos de
tiempo mayores que con los esquemas no-iterativos. La desventaja es que al involucrar
multiples evaluaciones de “f” son mas costosos computacionalmente.

Ejemplo: en el esq implicito atrasado que vimos podemos reemplazar

Frt = flat, (n+1)At) por fD® = flg %, (n + 1)At] con g™t = g" + At f

obtenido del método de Euler



n+1 n
q JR—

q * p(n41)x n
T L =g +af

Sift=1,a=0, ¢ =q"+Atflg" +Atf", (n+ 1)At]

se llama el Método de Euler-atrasado o Matsuno,
con precision de primer orden

At At
Sipr=g,a=y, @7 =d+ Sl A (o DAY+

se llama el Método de Heun,
con precision de segundo orden

una variante muy utilizada es usar un “medio paso” en el método Matsuno, se obtiene el
llamado Método de Runge-Kutta de segundo orden RK2

At 1
¢ =q" + At flg" + - [ (n+ 5)AY



y también el conocido Runge-Kutta de orden 4 RK4 cuyo esquema es:

At
q”+1 =q" + ?(Kl +2K5 4+ 2K35 + K4)
Kl = f[q",nAt]

[ At 1 ]
Ky =Ff qn‘f’Kl?a(n"f— 5) At

[ At 1 1

K, = fl¢" + K3At, (n + 1)At]

el del teorema de la “pelota no dobla” — aerodinamica
(en simultaneo con el ruso Yukovski, claro)
(ver Métodos de Runge-Kutta de orden arbitrario) /

\ Carl Runge, Martin Kutta — Alemania, 1900


https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_Runge-Kutta

Veamos como ejemplo que RK2 es efectivamente de segundo orden:

¢ = ¢ + At flg + 5+ ]

d
q’=d—3=f(q,t) —d=f,4d=f

_df_9fdg_ of

~ a9 dt §=quj+ft=qu+ft

dq d’q At?

n+l _ n 3
Hacemos Taylor para 4 — ¢ =d"+ i 2. 2 O(At”)

n+1 n n At2 3
¢ =q"+Ff At‘f'(qu‘i‘ft)T-!-O(At)

Por otro lado haciendo Taylor en la 1er ecuacion coinciden a O(A#)

¢ =q" + At fr + Atﬁﬁﬂ a2 AL O(A#?) /

0q 2 ot 2

2
0= @ AP S (ff 4 )+ O(AF)

n+l _ n

dg ¢ q

es decir el erroren RK2 al irde ¢ a ¢*™' es O(At?) — efror en T A o(At?)



Sivoyde OaTen N pasos, AtN:T—>N:A£t

y el error global es N (At)® = Alt(At)g = T(At)?

entonces el error global en RK2 es O(At?)



