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1 Ecuaciones parabdlicas

En esta practica vamos a estar trabajando con ecuaciones parabdlicas. Las mismas se caracterizan
por fenémenos que se propagan de manera inmediata a todo el espacio. Un ejemplo de este tipo
de ecuaciones es la ecuacién de difusion del calor en ausencia de fuentes, dada por
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con T' el campo de temperatura y v la difusividad térmica (se la asumié constante). Si bien suele
usarse x para denotar a ésta ultima cantidad, utilizaremos v en adelante por consistencia con el
resto de este documento.

Si bien ecuaciones de este estilo violan la vision relativista de la fisica y la naturaleza (donde la
propagacion local de informacién no puede exceder a la velocidad de la luz en el vacio), pueden
resultar extremadamente utiles para modelar fenomenologia muy diversa.

Sin embargo, aunque su simplicidad conceptual resulta atractiva, numéricamente puede conllevar
algunas dificultades con respecto a los sistemas hiperbodlicos de la practica previa, dado que el
dominio de dependencia para un cierto punto en el futuro se vuelve infinito (asociado a una velocidad
de propagacién de la informacién infinita). Sin embargo, aiun cuando la solucién rigurosamente
depende del estado previo en cada punto del dominio fisico, la mayor contribucién a la solucién
estd dada por los puntos més cercanos a donde queramos calcular nuestra soluciéon. Por tanto,
dada una cierta precisién buscada, tendremos un dominio de dependencia finito. Este argumento
deberia corresponderse con su vivencia diaria. Si toman una placa de metal lo suficientemente
grande y colocan un encendedor en una punta, no sienten de forma inmediata un cambio apreciable
en la temperatura en la punta opuesta al encendedor, atin cuando el fenémeno se describe de forma
extremadamente exitosa mediante la ecuacion (1).

No obstante, incluso definiendo un dominio de dependencia “practico”, las ecuaciones parabdlicas
pueden ser desafiantes numéricamente, o rigidas utilizando una expresién mas apropiada en el
contexto de métodos numéricos. Esto van a descubrirlo por ustedes mismos en los ejercicios 1 y



2, donde veran que mejorar la resolucién espacial es mucho méas penalizante sobre la estabilidad
un integrador explita comparado con los problemas hiperbélicos de la practica 1. Asimismo, los
problemas parabdlicos pueden generar en algunos escenarios capas limites’ muy finas, que a su vez
volveran imprescindible utilizar resoluciones espaciales altas y podrian resultar en que la integracién
explicita de un sistema parabdlico sea inviable.

f: regiones donde hay un cambio cualtiativo en la dindmica del sistema que por tanto deben
resolverse correctamente. Un ejemplo de esta fenomenologia es la capa limite de Prandtl para un
flujo viscoso paralelo a una placa sélida estacionaria.

1.1 Crank-Nicolson

La estrategia utilizada en la practica previa para resolver sistemas hiperbdlicos seguira siendo apli-
cable para resolver sistemas parabdlicos. Esto es, podremos utilizar el método de lineas, obteniendo
versiones discretas de los operadores diferenciales espaciales e integrando el sistema de EDOs resul-
tante mediante algin integrador temporal. Estos operadores espaciales podran ser aproximaciones
en diferencias, i.e. diferencias finitas.

Sin embargo, como se desprende de la discusién previa, esta estrategia aparejada con un integrador
temporal explicito no gozara, en general, de buenas caracteristicas de estabilidad. Esto es partic-
ularmente cierto para v > 1 y para sistemas que desarrollen escalas muy pequenas que nuestra
grilla espacial deberd capturar.

En particular, para la ecuacién de calor a difusividad constante y para numerosos problemas de
interés en la descripcién de la naturaleza, la parte parabdlica de la ecuaciéon (i.e. el término difu-
sivo) suele ser lineal, volviendo relativamente sencillo el uso de técnicas implicitas de integracién
temporal. Esta idea tuvieron Crank y Nicolson, quienes propusieron utilizar un método de Adams-
Moulton de 2do orden (i.e. la regla trapezoidal) para integrar el término difusivo de la ecuacién de
calor. De esta manera, sea £ el operador discreto que aproxima a vV?, el método de Crank-Nicolson
aplicado a la ecuacion de difusiéon de temperatura resulta

Tn+1 —n + % (ﬁ{Tn} + E{TnJrl}) )

En la notacién usual del curso, y considerando el caso 1D por simplicidad, £(T™) va a poder repre-
sentarse como vD,,T" y de esta manera basta con obtener A = (I — ”TAtDm)*1 antes de comenzar
la integracién temporal para poder aplicar eficientemente el siguiente esquema para integrar en
tiempo

At
T+l — 4 <T” + ”2DmT”> .

Naturalmente, el orden de aproximacion espacial quedara dado por aquel asociado a D,,, mientras
que la intgraciéon temporal resultara de 2do orden, como verificaran en el problema 3.

1.2 Problemas con dos dimensiones espaciales

Como mencionamos hacia el final del apunte de la préactica previa (que les recomendamos fuerte-
mente repasar), para resolver una EDP en un dominio que presenta dos dimensiones espaciales,
una opcién es generalizar las ideas que venimos tratando en 1 dimensiéon. Para ello, consider-
amos una grilla bidimensional sobre la que quedan definidas coordenadas discretas (z;,y;) =


https://www.cambridge.org/core/journals/mathematical-proceedings-of-the-cambridge-philosophical-society/article/abs/practical-method-for-numerical-evaluation-of-solutions-of-partial-differential-equations-of-the-heatconduction-type/B3230893A53384D418228AB39D41A451

(iAz + x0,jAy + yo). Naturalmente, Az y Ay representan el espaciamiento uniforme en la di-
recciéon x e y, respectivamente.

De esta manera, si f(t,z,y) es la funcién incégnita que buscamos obtener mediante una EDP,

17}- = f(t",x;,y;) serd nuestra aproximacién discreta. Dadas condiciones iniciales apropiadas,
hallar ff: = f(t", %, y;) puede verse como evolucionar una matriz en el tiempo, dada por
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donde consideramos que tenemos N, + 2 puntos en la discretizacién de la direcccion z y N, + 2

en la direccion y. Ademés, dado que contamos con condiciones de contorno apropiadas, no serd
3 n n mn n {3 3

necesario avanzar fO,j’ 10 sz,j> fi, N, explicitamente en el tiempo.

Para el calculo de derivadas en la direccién x, podemos reutilizar la estrategia que venimos em-
pleando para los problemas 1D. De esta forma, asumiendo que tenemos condiciones de contorno
de Dirichlet en toda la frontera del dominio (i.e. conocemos explicitamente f, 0,50 Ji,00 f Ng,jo i,Ny)’
podemos escribir para cada linea con y constante (i.e. cada columna de F)

(@)1 1,

B, ) n

(J.%’] _p,| T + b,
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donde b(,); es un vector columna que contiene a fi'; y f{ i escalados adecuadamene de manera
que la estimaciéon de (0, f)7; v (0xf)R, ;- El resultado de realizar este procedimiento para cada
linea con coordenada y fija, puede sintetizarse en la operacion matricial

con B(;) la matriz que surge de apilar horizontalmente los distintos vectores columna by,);.

De manera anédloga, sea D, un operador analogo a D, pero construido con los pardmetros de la
grilla en y, valdra la siguiente ecuacién para cada linea con z fijo (i.e. cada fila de IF)

(@i @t - @Niw,) = (i fi - Finy-1) Dy +biy

donde b(,); es un vector fila con funcién completamente andloga a aquella de b(;);. Nuevamente,
esta operacion aplicada simultaneamente a todas las lineas de x constante podra escribirse como

(OyF)" =F"D, + Byy).

Noten que D, podria definirse directamente como su transpuesta, sin embargo resulta mas claro
conceptualmente definirlo de manera idéntica a como venimos definiendo D, y transponer luego
debido a que debe operar sobre las filas en lugar de las columnas de F.

Definidos los correspondientes operadores espaciales, una vez mas el problema se re-
dujo a un conjunto finito de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas, que podemos
evolucionar en el tiempo con cualquiera de los algoritmos de integraciéon temporal que
venimos usando en la materia.



1.2.1 Esténcil de 5 puntos para el laplaciano

Para fijar ideas, consideremos el esténcil de 5 puntos para el operador laplaciano, que surge sencil-
lamente de aproximar
2, . P2 2
V’f ~ DEF +FDY)' + B,

donde D@ denota una diferencia finita centrada de segundo orden en cada direccién y B = B) +

B,), en la notacion anterior. La forma explicita de estas matrices resulta
-2 1 0o 0 ... 0 0 0
1 -2 1 0 ... 0 0 0
0 1 -2 1 ... 0 0 0
1 1
A= p@— L 4 pe 1 4
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o o o0 0 ... 0 1 =2
for  fo2 - fon,—2  fon,-1 fio O 0
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B =B)+By,) = (B : S : : +(AT)2 : : :
0 0o ... 0 0 fN.—20 O 0
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Resulta inmediato ver por qué este esquema recibe el nombre de esténcil de 5 puntos, ya que se
tendra
(v2f)?j — fz—l,] - 2fz,g + fz—i—l,] + fzg—l - 2fz,] + fz,]—‘,—l7
’ (Az)? (Ay)?

y por lo tanto se utiliza informacién de los puntos f;;, fi—1j, fi+1,; » fij—1 ¥ fij+1. De
igual manera, se sigue que este esquema nunca utiliza la informacion de las esquinas del do-
minio:  foo, fon,, fN,0 Y fN,N,- Este problema puede solucionarse empleando otra aprox-
imacién para el laplaciano (o cualquier otro operador) que utilice, por ejemplo, 9 puntos

(fim1j—1, fim14s fim1j+1, fij—1s figs fij+1s fir1j—1s fit1, fir1j41)-

En general el esténcil de 5 puntos producira buenos resultados a pesar de no utilizar la informa-
cién de las esquinas y por tanto es el inico que usaremos en esta practica. Més aun, permite
resolver facilmente el caso donde sobre las mismas las condiciones de contorno no resultan continuas.
Un ejemplo de este problema puede ser el una placa que ocupa el dominio (x,y) € [0, L] x [0, L,]
y donde la parte de la placa en (L,,y) estd en contacto con un bano térmico a temperatura T
y la parte en (x, L,) con otro a temperatura 75 # T7. Otra situacién comin es la de una placa
rectangular cuyos extremos se hallan a diferente potencial electrostatico. Si bien sabemos que la
realidad macroscopica suele ser continua y suave, las situaciones planteadas pueden ser un modelo
exitoso para el caso donde en las puntas de la placa se encuentran recubiertas con un material
aislante pero no queremos resolver explicitamente dicha dindmica.

1.3 Condiciones de contorno dependientes del tiempo

En el problema 7 van a encontrar que tienen condiciones de contorno de tipo Dirichlet, pero
dependientes del tiempo, es decir dado un cierto problema diferencial asociado a f, van a tener la
condicién

f(t70) = bl(t)v f(t, Lx) = bZ(t)'

fi,n,
Ja,N,

IN.—2.N,
IN.—1,N,



[]:

Si bien el problema en cuestion les pide utilizar integradores de Runge-Kutta de primer y segundo
orden, a fines de obtener soluciones mas precisas podrian intentar implementar un método de
Runge-Kutta de 4to orden (y la correspondientes matrices de diferenciacién expacial de érdenes
superiores). Sin embargo, se encontrarian con el problema de cémo tratar las condiciones de
contorno para las etapas intermedias. La idea mdés intuitiva seria evaluar b; y bo para los mismos
tiempos donde se esta calculando la etapa intermedia. Sin embargo, en general, esta estrategia
permite alcanzar como méximo 2do orden global. No veremos en la materia cémo solucionar este
problema. En caso de que precisemos 6rdenes de aproximacién mayores a problemas con contornos
utilizaremos integradores de la familia Adams. Sin embargo, quienes estén intersados, pueden leer
sobre este inconveniente con los métodos de Runge-Kutta y algunas posibles soluciones en este
paper clasico.

Noten que el problema anterior solo aparece cuando las condiciones de contorno dependen del
tiempo. En caso que las mismas sean estacionarias los métodos de Runge-Kutta mantendran el
orden de aproximacion esperable a priori.

1.4 Funciones tutiles
1.4.1 Matrices de diferenciacién para condiciones de contorno periédicas
def diferenciacion_centrada_periodica(N, d, orden=1, precision=2):

nimnn

Devuelve una representacion rala de la matriz de diferenciacion que
aproxima a la derivada de un ctierto orden. Puede devolver esquemas con
distintos 6rdenes de precision.

Entrada:
- N Cantidad de puntos a diferenciar.
(entero)
- d’: Espaciamiento entre puntos.
(flotante)
- “orden’: Orden de la derivada a aproximar.
(entero)
- "preciston : Orden de precision del aproxzimante utilizado.
(entero)
Salzda:

- D°: Representacion rala de la matriz de diferenciacién.
(“scipy.sparse.dia.dia_matriz’)

mnn

from scipy.sparse import diags

if precision > N-1:
raise ValueError("Cantidad de puntos insuficiente para"
" la precisidén requerida.")

# Derivada primera
if orden == 1:


https://www.math.uh.edu/~hjm/june1995/p00379-p00388.pdf
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if precision ==

[ [-11, (o], [1] ]

coefs =
fact = 1/2
elif precision == 4:
coefs = [ [1], [-8], [0], [8], [-1] ]
fact = 1/12
elif precision == 6:

coefs = [ [-1], [9], [-451, [o], [45], [-9], [1] ]
fact = 1/60
elif precision ==
coefs = [ [3], [-32], [168], [-672], [0], [672], [-1681, [32]1, [-3].

fact = 1/840
else:
raise ValueError("Orden de precisién inexistente o"
" no implementado.")

fact *= 1/d

# Derivada segunda
elif orden ==
if precision ==
coefs = [ [1], [-2], [1] ]

fact =1

elif precision == 4:
coefs = [ [-1], [16], [-30], [16], [-1] ]
fact = 1/12

elif precision ==
coefs = [ [2], [-27], [270], [-490], [270], [-27]1, [2] ]
fact = 1/180
elif precision ==
coefs = [ [-9], [128], [-1008], [8064]1, [-14350] ]
coefs += [ [8064], [-1008], [128], [-9] ]
fact = 1/5040
else:
raise ValueError("Orden de precisién inexistente o"
" no implementado.")

fact *= 1/d*x2
else:
raise ValueError("Orden de derivacién inexistente o no implementado.")

# Periodicidad
1 = len(coefs)

coefs  += coefs[:1//2] + coefs[1//2+1:]
offsets = list(range(-1//2+1, 1//2+1))
offsets += [ N + offsets[i] for i in range(O , 1//2) 1



offsets += [ -N + offsets[i] for i in range(1l//2+1, 1]

return fact*diags(coefs, offsets=offsets, shape=(N,N))

1.4.2 Grafico 1D animado

[ ]: def graficold_animado(abscisas, ordenadas, dt, leyendas=None, titulo="",
etiqueta_x="", etiqueta_y="", paso=1, rescalar=False):

nimnn

Genera un grafico animado 1D.

Entrada:

- “abscisas’: arreglo 1D o lista de arreglos 1D con las abscisas para
cada conjunto de datos.

- ‘ordenadas : arreglo de dimension 2 con el valor de las ordenadas
para cada tiempo. La cantidad de filas corresponde
a la cantidad de niveles temporales y debe ser igual
para cada conjunto de datos. La cantidad de columnas
debe coincidir con la cantidad de elementos en las
abscisas.

= dt°: paso temporal entre muestras.

- “leyendas: string o lista de strings con la etiqueta para cada set
de datos.

- “titulo: string con el titulo del grafico.

“etiqueta_z: string con la etiqueta para el eje x [OPCIONAL].
“etiqueta_y : string con la etiqueta para el eje y [OPCIONAL].

- "paso’: espaciamiento en los datos para cada fotograma.
- ‘rescalar’: True para recalcular los limites de la figura en cada
fotograma.
Salzda:
- ‘anim’: referencia al objeto de animacidén creado.

nimnn

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.animation as animation

# Control de errores y flexibilidad para permitiT uno o varios
# sets de datos.
if not isinstance(abscisas, list):
if not isinstance(abscisas, np.ndarray):
print ("El primer argumento de “graficold_animado™ debe ser un "
"arreglo con las abscisas o una lista de arreglos.")
raise
else:
abscisas = [abscisas]



if (not isinstance(ordenadas, list)):
if (not isinstance(ordenadas, np.ndarray)):
print ("El segundo argumento de “graficold_animado™ debe ser un "
"arreglo con los datos o una lista de arreglos.")
raise
else:
ordenadas = [ordenadas]

if len(abscisas) != len(ordenadas):
print("La cantidad de arreglos de abscisas y de ordenadas debe "
"ser la misma.")
raise

if leyendas and isinstance(leyendas, list):
if len(ordenadas) != len(leyendas):
print("Ordenadas y leyendas deben tener la misma cantidad de ",
"elementos.")
raise
else:
leyendas = [leyendas]

# Guardo el estado de plt
params_viejos = plt.rcParams
plt.rc('animation', html='jshtml')

num_foto = ordenadas[0] .shape[0]

fig, ax = plt.subplots(l, 1, figsize=(8,4), constrained_layout=True)
plt.close(); # Cerrar la figura, animation va a crear la suya propia

# Inicializo las curvas

plots = [ ax.plot([], [], label=leyendas[i]) [0]
for i in range(len(ordenadas)) ]

ax.set_title(titulo + f" $t=0$")

ax.set_xlabel (etiqueta_x)

ax.set_ylabel(etiqueta_y)

def init():
" Inicializador de la figura y grafico de condiciones iniciales. """
for i, (x, f) in enumerate(zip(abscisas, ordenadas)):
plots[i] .set_xdata(x)
plots[i] .set_ydata(£[0])

ax.relim()
ax.autoscale_view()



return plots

def actualizar(t):
"r-Actualiza los datos al fotograma actual."""”
print(f"\rCalculando fotograma {t//paso} de {(num_foto-1)//paso}",
end=" u)
for i, f in enumerate(ordenadas):
plots[i] .set_ydata(f[t])

ax.set_title(titulo + f" $t={t*dt:.5fr$")

if rescalar:
ax.relim()
ax.autoscale view()

return plots

anim = animation.FuncAnimation(fig, actualizar, init_func=init,
frames=range (0, num_foto, paso),
blit=True, repeat=True)

# Restauro el estado de plt
plt.rc(params_viejos)

return anim

1.4.3 Grafico 2D animado

[ ]: def grafico2d_animado(x, y, escalar, dt, titulo="", etiqueta_x="",
etiqueta_y="",etiqueta_escalar="", paso=1):

nimnn

Genera un grafico animado 2D.

Entrada:
= “@B°¢ arreglo 1D (NX) con las abscisas de los datos datos.
- Ty arreglo 1D (NY) con las ordenadas de los datos datos.

- “escalar’: arreglo 2D (NX,NY) con los valores del campo escalar sobre
la grilla cartesiana.

- ‘dt’": paso temporal entre muestras.

- “titulo: string con el titulo del grafico [OPCIONAL].

- “etiqueta_z: string con la etiqueta para el eje = [OPCIONAL].

- Tetiqueta_y: string con la etiqueta para el eje y [OPCIONAL].

- “etiqueta_escalar’: string con la etiqueta del campo escalar
[OPCIONAL] .

- ‘paso’: espaciamiento en los datos para cada fotograma.

(]



[OPCIONAL]

Salida:

- ‘anim’: referencia al objeto de animacién creado.
nimnn

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.animation as animation

# Guardo el estado de plt
params_viejos = plt.rcParams
plt.rc('animation', html='jshtml')

num_foto =escalar.shape [0]

fig, ax = plt.subplots(l, 1, figsize=(8,8), constrained_layout=True)
plt.close(); # Cerrar la figura, animation va a crear la suya propia

# Inictalizo las curvas

plot = ax.imshow( np.ones_like(X), extent=(x[0], x[-1], y[0], y[-11),
origin="lower", interpolation='gaussian',
vmin=escalar.min(), vmax=escalar.max())

cbar = fig.colorbar(plot, ax=ax, orientation="horizontal")
cbar.set_label(etiqueta_escalar)

ax.set_title(titulo + f" $t=0$")
ax.set_xlabel (etiqueta_x)
ax.set_ylabel(etiqueta_y)

def init():
" Inicializador de la figura y grafico de condiciones iniciales. """
plot.set_data(escalar[0].T)
return plot,

def actualizar(t):
" Actualiza los datos al fotograma actual."""
print (f"\rCalculando fotograma {t//paso} de {(num_foto-1)//paso}",
end="")
plot.set_data(escalar[t].T)

ax.set_title(titulo + f" $t={t*dt:.5fr$")
return plot,

anim = animation.FuncAnimation(fig, actualizar, init_func=init,
frames=range (0, num_foto, paso),
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blit=False, repeat=True)

# Restauro el estado de plt
plt.rc(params_viejos)

return anim
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