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1 Nociones básicas del método de volúmenes finitos (MVF)
1.1 Formulación general
1.1.1 Ecuación de conservación

Se denomina ecuación de conservación a PDEs de la forma

∂ϕ

∂t
+∇ · F = Q

donde ϕ es la densidad de una dada magnitud conservada (incognita), F es el flujo asociado a la
magnitud ϕ y Q es una fuente volumétrica. Por ejemplo, tomando ϕ cómo la temperatura, tenemos
el flujo de calor es F = −κ∇ϕ (ley de Fourier) y Q es una inyección de calor en volumen (por
ejemplo, una llama).

En general, el flujo F depende de ϕ, aunque no necesariamente es una función (en el sentido
habitual) de ϕ. Con esto nos referimos a que puede involucrar derivadas espaciales o temporales
de ϕ (ver el ejemplo anterior). También puede depender explicitamente del espacio x y el tiempo
t. En general entonces, denotamos estas dependencias cómo F[ϕ; x, t]. En el ejemplo anterior,
para una conductividad térmica variable tendriamos F[ϕ; x, t] = −κ(x, t)∇ϕ. Por otro lado, nos
restringiremos a Q solo dependientes del espacio o del tiempo, nunca de ϕ.

Cómo el nombre sugiere, estas ecuaciones explican la conservación de una cierta magnitud ϕ.
Integrando la ecuación a ambos lados en un volumen arbitrario V fijo en el tiempo tenemos∫

V

∂ϕ

∂t
dV +

∫
V
∇ · FdV =

∫
V
QdV

Conmutando integral con derivada en el primer término y aplicando el teorema de la divergencia
sobre el segundo (donde ∂V es la superficie cerrada que envuelve V), tenemos

d
dt

∫
V
ϕdV =

∫
V
QdV −

∫
∂V

F · n̂dS
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Coloquialmente esta expresión nos dice que la variación de ϕ en el volumen V es igual a la cantidad
generada dentro del volumen (primer término) menos la cantidad que se escapa por los bordes
(segundo término). Si Q = 0, la ecuación es propiamente de conservación, pues ϕ no puede crearse
ni destruirse, cualquier ganacia/pérdida en V se corresponde a una pérdida/ganancia en el exterior.

No es necesario ahondar en la relevancia física de estas ecuaciones, dado que una enorme cantidad
de fenómenos se basan en la noción de conservación. En particular, no es dificil ver que todas las
ecuaciones que trabajamos hasta ahora pueden ponerse en esta formulación. En todos los casos
tomamos Q = 0 y la cuestión es definir el flujo apropiado.

Advección: Para una cantidad advectada con velocidad u, el flujo es F = uϕ

∂ϕ

∂t
+∇ · (uϕ) = 0,

que en el caso de u constante resulta

∂ϕ

∂t
+ u ·∇ϕ = 0,

forma que debería resultarles familiar de la Práctica 3.

Difusión: Definiendo un coeficiente de difusión ν, el flujo es F = −ν∇ϕ

∂ϕ

∂t
+∇ · (−ν∇ϕ) = 0,

que les resultará más familiar para el caso de ν constante que puede escribirse como

∂ϕ

∂t
= ν∇2ϕ.

Burgers viscoso: Para el caso 1D, el flujo es una magnitud escalar. Definiendolo cómo

F =
ϕ2

2
− ν

∂ϕ

∂x

llegamos a la ecuación

∂ϕ

∂t
+

∂

∂x

(
ϕ2

2
− ν

∂ϕ

∂x

)
= 0

∂ϕ

∂t
+ ϕ

∂ϕ

∂x
= ν∇2ϕ.

1.1.2 Volúmenes finitos

El método de volúmenes finitos consiste en separar el dominio D ∈ Rn en regiones Ci (también
llamadas celdas o directamente volúmenes) i = 1, .., N . Decimos que esto es una partición, pues
cumple que las celdas son mutuamente excluyentes (tienen intersección nula) y la unión de todas
ellas resulta en D.

La idea es aplicar la conservación de ϕ para cada celda, para lo cual realizamos la integración de
la sección anterior y obtenemos N ecuaciones de la forma

d
dt

∫
Ci
ϕ(x, t)dV =

∫
Ci
Q(x, t)dV −

∫
∂Ci

F[ϕ(x, t); x, t] · n̂dS
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En principio, estimar las integrales sobre Ci requeriría el uso de algún método de cuadratura,
evaluando ϕ en múltiples x. La aproximación más elemental sería asumiendo ϕ(x, t) constante, tal
que la integral resulte de la forma ϕi|Ci|, donde |Ci| es el volumen de la celda y ϕi = ϕ(xi, t) para
un dado xi ∈ Ci (a determinar). Puede probarse (mediante cuadratura gaussiana o expansiones de
Taylor) que elegir xi cómo el centro de la celda minimiza el error

xi =

∫
Ci

xdV

De hecho, este error es de orden |Ci|3. El análisis anterior aplica análogamente a Q, por lo que
podemos escribir entonces

|Ci|ϕ̇(xi, t) ≈ |Ci|Q(xi, t)−
∫
∂Ci

F[ϕ(x, t); x, t] · n̂dS

ϕ̇(xi, t) ≈ Q(xi, t)−
1

|Ci|

∫
∂Ci

F[ϕ(x, t); x, t] · n̂dS

La única cuestión restante sería estimar la integral sobre ∂Ci con algún método de orden 3 (dado
que a ese orden estimamos las integrales en Ci). Para una celda Ci arbitraria, esto puede ser
extremadamente complicado. En general, estas estimaciones son dependientes no solo de la celda
Ci en cuestión sino de toda la partición. Por lo tanto, la interacción entre ϕ(xi, t) con los demás
ϕ(xj , t) estará contenida en este término.

Dejando de lado esta cuestión, vemos que discretizamos la parte espacial independientemente de la
temporal, por lo que estamos en un caso particular del método de líneas. Conocido el lado derecho,
podemos evolucionar temporalmente ϕ con el método que elijamos.

1.1.3 Discrepancias con diferencias finitas

La más notoria diferencia viene dada por la forma en la que se discretiza el dominio V. Mientras que
en diferencias finitas el espacio se divide en rectángulos (no necesariamente todos iguales), las celdas
de volumenes finitos pueden ser completamente arbitrarias. Esto le permite al método adaptarse
a geometrías complejas. Vale resaltar, sin embargo, que aunque en este tipo de escenarios resulta
considerablemente más simple que el método de diferencias finitas, no estudiaremos geometrías
complejas en esta práctica.

Sin embargo, esto no es todo, porque aún tomando celdas Ci cuadradas, la función ϕ se determina
en el centro de las mismas. En contraposición, en diferencias finitas, podría pensarse que la función
se obtiene sobre los vértices de las celdas (más adelante veremos mejor esto para el caso 1D).

Aunque parezca inocente, esta diferencia es fundamental a hora de trabajar las condiciones de
contorno, pues implica que no puede haber nodos (centros) xi en los bordes del dominio D. Por el
contrario, en diferencias finitas debe haber nodos en los bordes o el problema queda indeterminado.
Es por esta razón que la aplicación de condiciones de contorno en volúmenes finitos requiere un
mayor cuidado, pues esa información afecta el método utilizado para calcular la integral de flujo.

Finalmente, esta formulación integral tiene dos ventajas más. Primero, las discontinuidades resultan
menos problemáticas, pues siempre son integrales, permitiendo potencialmente la obtención de
soluciones débiles. Segundo, permite (por construcción) asegurar la conservación de la magnitud ϕ
a precisión de máquina, independientemente del orden de precisión del método. Esto es clave a la
hora de interpretar físicamente los resultados y lo comprobarán a lo largo de la guía.
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1.2 Volumenes finitos en 1D
Por simplicidad, escribimos la ecuación de conservación para este caso

∂ϕ

∂t
+

∂F

∂x
= Q

1.2.1 Grillado y ecuaciones

En el caso 1D, las celdas se vuelven simplemente intervalos, para los cuales usaremos una notación
sugestiva. Definimos las celdas Ci cómo [xi−1/2, xi+1/2] para i = 1, .., N , cuyos anchos (volumenes)
serán |Ci| = ∆xi = xi+1/2 − xi−1/2 y centros xi = (xi−1/2 + xi+1/2)/2. Además, el borde de las
celdas está formado solamente por los 2 puntos extremos ∂Ci = {xi−1/2, xi+1/2}. El esquema resulta
entonces

ϕ̇(xi, t) = Q(xi, t)−
1

∆xi

[
F (xi+1/2, t)− F (xi−1/2, t)

]
Si miramos con más detalle el término de flujo, vemos que puede expresarse cómo una diferencia
finita centrada con paso ∆x/2 (aunque el grillado no sea necesariamente equiespaciado, los 3 puntos
xi−1/2, xi y xi+1/2 si lo son). Esto es razonable, pues en el fondo está aproximando el término ∂F

∂x
de la ecuación. El problema, sin embargo, está en que está aproximando la derivada mediante la
evaluación en puntos que no son conocidos (solo conocemos ϕ en los centros xi).

Por lo tanto, para finalizar el esquema es necesario proponer una forma de estimar F (xi±1/2, t)
en términos de los ϕ(xj , t), lo cual en general será dependiente del problema. Al igual que en
diferencias finitas, definimos un esténcil de puntos xj (donde xi+1/2 no está incluido) y usamos
series de Taylor. El método consiste en expandir los F (xj , t) alrededor de F (xi±1/2, t) y luego
combinarlos para alcanzar el mayor orden posible.

En general, a menos que haya un contorno involucrado, ambos esquemas son iguales (más allá de
un reemplazo i → i − 1), por lo que basta que los calculemos para i + 1/2, lo cual hacemos a
continuación.

1.2.2 Flujos que dependen solo de ϕ

El caso más sencillo es cuando el flujo es una función de ϕ. Esto implica que podemos calcular
el flujo en xj simplemente evaluando F (ϕ(xj , t), xj , t) ≡ F (xj , t). Lo más natural resultaría usar
los centros adyacentes xi y xi+1. Esto nos dará una estimación centrada, pero al igual que en la
Práctica 1, podemos usar esténcils asimétricos y/o con más puntos.

Expandimos entonces nuestro esténcil alrededor del punto de interés:

F (xi, t) = F (xi+1/2, t) +
∂F

∂x
(xi+1/2, t)(xi − xi+1/2) +

1

2

∂2F

∂x2
(xi+1/2, t)(xi − xi+1/2)

2 +O((xi − xi+1/2)
3)

F (xi+1, t) = F (xi+1/2, t) +
∂F

∂x
(xi+1/2, t)(xi+1 − xi+1/2) +

1

2

∂2F

∂x2
(xi+1/2, t)(xi+1 − xi+1/2)

2 +O((xi+1 − xi+1/2)
3)

Vemos rápidamente que es posible obtener una estimación de orden 2 cómo F (xi+1/2, t) =
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AF (xi, t) +BF (xi+1, t). Como en la Práctica 1, despejamos A y B pidiendo

A+B = 1

A(xi − xi+1/2) +B(xi+1 − xi+1/2) = 0

cuya solución es

A =
xi+1 − xi+1/2

xi+1 − xi

B =
xi+1/2 − xi

xi+1 − xi

Tenemos entonces

F (xi+1/2, t) ≈
(xi+1 − xi+1/2)F (xi, t) + (xi+1/2 − xi)F (xi+1, t)

xi+1 − xi

Operando un poco, podemos obtener la expresión para el error cometido por esta aproximación

δF (xi+1/2, t) =
1

2

∂2F

∂x2

∣∣∣
χi

(xi − xi+1/2)(xi+1 − xi+1/2)

por lo que vemos que el error es de orden 2 en F , coincidiendo con el orden de estimación de ambas
integrales. Para el caso de grilla equiespaciada, tenemos xi+1/2 − xi = xi+1 − xi+1/2 = ∆x/2, por
lo que esta aproximación se reduce al promedio entre los vecinos inmediatos.

1.2.3 Flujos que dependen de la ϕ y de su derivada

Cuando el flujo depende de derivadas de ϕ, ya no es obvio que F sea conocido en los centros xj .
Por ejemplo, para difusión F = −ν ∂ϕ

∂x necesitamos conocer las derivadas de ϕ, que no son dato en
ningún punto del dominio.

Por simplicidad, en esta sección trataremos el caso en que F = ∂G
∂x donde G es una función de

ϕ en el contexto de la sección anterior. Por lo tanto, podemos asumir G cómo conocida en los
centros que componen el esténcil. Nuevamente, tomaremos los puntos adyacentes xi y xi+1 y los
expandimos alrededor del punto de interés:

G(xi, t) = G(xi+1/2, t) +
∂G

∂x
(xi+1/2, t)(xi − xi+1/2) +

1

2

∂2G

∂x2
(xi+1/2, t)(xi − xi+1/2)

2 +O((xi − xi+1/2)
3)

G(xi+1, t) = G(xi+1/2, t) +
∂G

∂x
(xi+1/2, t)(xi+1 − xi+1/2) +

1

2

∂2G

∂x2
(xi+1/2, t)(xi+1 − xi+1/2)

2 +O((xi+1 − xi+1/2)
3)

Construimos una estimación ∂G
∂x (xi+1/2, t) = AG(xi, t) +BG(xi+1, t).

A+B = 0

A(xi − xi+1/2) +B(xi+1 − xi+1/2) = 1

cuya solución es

B =
1

xi+1 − xi
= −A
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Tenemos entonces
∂G

∂x
(xi+1/2, t) ≈

G(xi+1, t)−G(xi, t)

xi+1 − xi

Desafortunadamente, el error de esta aproximación solo es cuadrático si la grilla es equiespaciada

δ
∂G

∂x
(xi+1/2, t) =

1

2

∂2G

∂x2

∣∣∣
χi

[
(xi+1 − xi+1/2)− (xi+1/2 − xi)

]
En este caso, también recuperamos la expresión habitual para la derivada centrada. Esta limitación
en el orden no es tan grave, pues a pesar de ser técnicamente lineal, involucra restas entre distintos
“semianchos” de las celdas. Para grillas que varíen suavemente (definido más adelante), este término
será en realidad de orden 2 y no afectará la convergencia (al final del apunte hay una prueba de
esto).

1.2.4 Condiciones de contorno de Dirichlet

Cómo mencionamos, en volúmenes finitos no disponemos de nodos sobre los contornos del dominio
D. En general, el borde de D estará compuesto por los bordes de un subconjunto de celdas
Ci. En el caso 1D, esto se vuelve más sencillo, pues siendo la partición de la forma [0, L] =
[x1/2, x3/2]∪[x3/2, x5/2]∪...∪[xN−1/2, xN+1/2], por lo que los contornos serían 0 = x1/2 y L = xN+1/2.

Para condiciones de contorno de Dirichlet, conocemos entonces ϕ(x1/2, t) y ϕ(xN+1/2, t), lo cual
claramente no coincide con ningún nodo. Para flujos que solo dependen de ϕ, esto es ventajoso
porque nos permite evaluarlos directamente en los bordes, sin necesidad de aplicar ninguna esti-
mación.

Para flujos que dependen de las derivadas cómo en el caso anterior, esto no es tan trivial. Similar
a diferencias finitas, podemos resolver esto calculando la derivada adelantada o atrasada, pero con
la ventaja de que ahora x1/2 y xN+1/2 si pertenecen a nuestro esténcil.

Más concretamente, consideremos una F = ∂G
∂x y un esténcil con x1/2, x1 y x2.

G(x1, t) = G(x1/2, t) +
∂G

∂x
(x1/2, t)(x1 − x1/2) +

1

2

∂2G

∂x2
(x1/2, t)(x1 − x1/2)

2 +O((x1 − x1/2)
3)

G(x2, t) = G(x1/2, t) +
∂G

∂x
(x1/2, t)(x2 − x1/2) +

1

2

∂2G

∂x2
(x1/2, t)(x2 − x1/2)

2 +O((x2 − x1/2)
3)

Proponemos una combinación de la forma ∂G
∂x (x1/2, t) = A[G(x1, t) − G(x1/2, t)] + B[G(x2, t) −

G(x1/2, t)] y obtenemos una ecuación para A y B

A(x1 − x1/2) +B(x2 − x1/2) = 1

A(x1 − x1/2)
2 +B(x2 − x1/2)

2 = 0

cuya solución es

A =
x2 − x1/2

(x1 − x1/2)(x2 − x1)

B = −
x1 − x1/2

(x2 − x1/2)(x2 − x1)
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Esta estimación tendrá segundo orden y podemos escribirla cómo

∂G

∂x
(x1/2, t) = G(x1, t)

(x2 − x1/2)

(x1 − x1/2)(x2 − x1)
−G(x1/2, t)

x2 + x1 − 2x1/2

(x1 − x1/2)(x2 − x1/2)
−G(x2, t)

(x1 − x1/2)

(x2 − x1/2)(x2 − x1)

Una cuenta completamente análoga para el otro contorno xN+1/2 arroja el esquema

∂G

∂x
(xN+1/2, t) = −G(xN−1, t)

(xN+1/2 − xN )

(xN+1/2 − xN−1)(xN − xN−1)
−G(xN+1/2, t)

2xN+1/2 − xN−1 − xN

(xN+1/2 − xN )(xN+1/2 − xN−1)
+G(xN , t)

(xN+1/2 − xN−1)

(xN+1/2 − xN )(xN − xN−1)

Para una grilla uniforme, estos esquemas reducen a

∂G

∂x
(x1/2, t) =

−8G(x1/2, t) + 9G(x1, t)−G(x2, t)

3∆x
∂G

∂x
(xN+1/2, t) =

G(xN−1, t)− 9G(xN , t) + 8G(xN+1/2, t)

3∆x

Noten que el uso de dos nodos, i.e. x1 y x2, es necesario para mantener en el contorno el mismo
orden de aproximación que los flujos en el seno del dominio. Es decir, queremos obtener el flujo
a tercer orden para el caso equiespaciado (o cuando el ancho de las celdas varía suavemente). En
caso que baste con una aproximación de orden bajo en el contorno, podría utilizarse solo x1.

1.2.5 Condiciones de contorno periodicas

Para condiciones de contorno periódicas, el problema de la sección anterior desaparece comple-
tamente. Esto es porque los bordes x1/2 y xN+1/2 son equivalentes y los centros x1 y xN son
adyacentes. Por lo tanto, pueden usarse las expresiones para los flujos para celdas interiores, ha-
ciendo los reemplazos habituales x0 → xN y xN+1 → x1 al evaluar la F o G (dependiendo del
caso). Los coeficientes que acompañan a estos términos están asociados a distancias entre centros
y caras, por lo que necesitarán un reemplazo distinto. Lo veremos concretamente más adelante.

1.3 Implementación
1.3.1 Construcción de grillas

Dado que ahora nuestras grillas no son uniformes, no nos basta con conocer N y L (tamaño del
dominio). La forma más natural de definir el grillado es a través de los límites de sus celdas; la
celda i (i = 1, .., N) tendrá límites xi−1/2 y xi+1/2. Por lo tanto, basta con conocer los N+1 límites
xi+1/2 con i = 0, .., N para definir únivocamente la grilla. Los centros xi de cada celda (donde
conocemos el valor de la magnitud ϕ) se calculan cómo

xi =
xi−1/2 + xi+1/2

2
i = 1, .., N

Sin embargo, en Python no podemos operar con índices no enteros, por lo que lo ideal es construir
dos arreglos. Primero, un arreglo xc de N + 1 elementos que contenga los límites de cada celda; la
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celda i tendrá cómo límites xc[i-1] (xi−1/2) y xc[i](xi+1/2). Segundo, un arreglo x con los centros
de cada celda, que a priori tendría solo N elementos. Sin embargo, esto nos llevaría a que la celda
i tenga cómo centro x[i-1], lo cual puede ser un poco confuso. Para evitar esto, proponemos crear
x con N+1 elementos, dejando un primer elemento mudo cuyo valor no usaremos para asegurarnos
que la celda i tendrá centro x[i]. Esto último tendrá más sentido cuando construyamos las
matrices en la sección siguiente.

[ ]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def graficar_grilla(xc, x, title="Grilla"): # Funcion que grafico las grillas
fig, ax = plt.subplots(1, 1, figsize=(6, 1.5), constrained_layout=True)
ax.plot(xc, xc*0, "k-", lw=0.5)
ax.plot(xc, xc*0, "k|", markersize=20, label="Separatrices (xc)")
ax.plot(x[1:], x[1:]*0, "ro", markersize=10, label="Centros (x)")
ax.axis("off")
ax.legend(ncol=2, loc="lower right", fontsize=12)
ax.set_title(title, fontsize=14)
ax.set_ylim(-1.25, 0.75)
return fig, ax

N = 5 # Cantidad de celdas
xc = np.array([0, 1, 1.5, 2, 2.8, 4]) # Límites de las celdas (x_{i+1/2}, i=0,..
↪→,N)

# La celda i (i=1,..,N) está limitada por xc[i-1] (x_{i-1/2}) y xc[i] (x_{i+1/
↪→2})

# Centros de cada celda (x_i, i=1,..,N), pero agregando un elemento mudo
# al inicio para que los indices coincidan con la notación del apunte
x = np.zeros_like(xc)
x[1:] = (xc[1:] + xc[:-1])/2 # Calculo los centros

graficar_grilla(xc, x)

[ ]: (<Figure size 432x108 with 1 Axes>,
<matplotlib.axes._subplots.AxesSubplot at 0x7fbfdf8ddf50>)
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Sin embargo, construir las celdas a mano es muy trabajoso. En contraposición, construir grillas
uniformes es muy sencillo usando np.linspace. Lo ideal sería obtener la versatilidad del primer
método sin perder la simplicidad del segundo. La versatilidad es importante porque, cómo veremos
en la Práctica, distintos problemas se benefician de tener mayor resolución en algunas regiones
de su dominio. Por ejemplo, las capas límites que generan flujos en las cercanías de un contorno
pueden ser extremadamente finas y son absolutamente claves para resolver el problema. Usar una
grilla uniforme exigiría tomar un N grande, pero esa precisión adicional no aporta mucho en las
regiones interiores, donde las varaciones en el flujo es más suave.

Además, previamente hablamos sobre la necesidad de grillas suaves. Vamos a definir un poco
mejor que queremos decir con eso. Supongamos que tenemos una discretización uniforme ξi+1/2

del intervalo unidad [0, 1] con ξi+1/2 = i/N ≡ i∆ξ para i = 0, .., N . Si ahora queremos una
discretización arbitraria del intervalo [a, b], podemos obtenerla aplicando alguna función h. Para
ser válida, h debe cumplir algunas condiciones elementales

h(0) = a

h(1) = b

h(ξ) estrictamente creciente

Podemos construir entonces una nueva discretización xi+1/2 = h(ξi+1/2), que llamaremos suave si
h es una función derivable en [0, 1]. En particular, esto impone que h′(ξ) > 0 para ξ ∈ [0, 1]†.

Esto nos permite definir los límites de cada celda, pero para las aplicaciones solemos estar más
interesados en su tamaño ∆xi = xi+1/2 − xi−1/2. Para una discretización suave, podemos estimar
este espaciado

∆xi = h(ξi+1/2)− h(ξi−1/2) ≈ h′(ξi)(ξi+1/2 − ξi−1/2) = h′(ξi)∆ξ

Con esta expresión a mano, nuestro trabajo se reduce a identificar las zonas de nuestro dominio
donde es necesaria una mayor resolución (∆xi chico) y buscar alguna función h admisible cuya
derivada h′ sea pequeña en esas zonas.

A continuación, veremos dos ejemplos de estas funciones, con resolución aumentada en distintas
regiones.

Mayor resolución en los bordes: Para problemas con dos condiciones de contorno, puede ser
util aumentar la resolución cerca de ellos. Esto dependerá mucho también de la fuente Q; veremos
un caso en el Problema 4. En este caso, queremos una función cuya derivada en 0 (asociado a a)
y 1 (asociado a b) sea nula, pero nunca negativa (debe ser creciente). Una posibilidad para esto es
la función − cos, cuya derivada es nula tanto en 0 cómo en π sin ser nunca negativa. Reescalando
e imponiendo los valores en ξ = 0 y ξ = 1 tenemos

h(ξ) =
1

2
[(b+ a)− (b− a) cos (πξ)]

Mayor resolución en el medio: En contraposición, otros problemas pueden requerir una mayor
resolución en algún punto en el interior de su dominio, llamemoslo χ. Esto podría deberse a una
de fuentes Q muy localizada en x = χ (en relación al tamaño total del dominio) que difunde
rápidamente. En este caso, queremos una función con derivada nula en ξχ (donde h(ξχ) = χ) pero
siempre positiva. Es posible lograr esto con polinomios de grado impar (al menos 3), pero tienden
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a tener derivadas muy extremas en otros puntos. Siguiendo el espíritu del ejemplo, vamos a usar
cosenos, pero tendremos que introducirlos en una función partida

h(ξ) =

a+ (χ− a) cos
(
ξ(b−a)−(χ−a)

χ−a
π
2

)
si ξ ≤ χ−a

b−a ≡ ξχ

b− (b− χ) cos
(
ξ(b−a)−(χ−a)

b−χ
π
2

)
si ξ ≥ χ−a

b−a ≡ ξχ

No es dificil ver que esta función cumple que h(ξχ) = χ y h′(ξχ) = 0. En particular, es interesante
ver que si tomamos χ = a o χ = b, tenemos una discretización con mejor resolución solamente en
el borde correspondiente.

Puntualmente, el espaciado en estas zonas de resolución aumentada tendrá tamaño ∼ ∆ξ2 = 1/N2,
en contraposición al resto de las celdas donde será ∼ ∆ξ = 1/N .
†: Noten que, en rigor, h también podría ser monótonamente decreciente (y por lo tanto h′ < 0).
Sin embargo, podemos concentrarnos solo en el caso creciente para fijar ideas (después de todo, el
caso creciente puede transformarse en decreciente y viceversa multiplicando a h por −1). Además,
h′ podría anularse en [0, 1], pero esto no es problema mientras ocurra en una cantidad finita de
puntos.

[ ]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
#Correr la celda anterior para tener la función graficar_grilla

def res_bordes(xi, a, b):
return 0.5*((b+a) - (b-a)*np.cos(np.pi*xi))

def res_med(xi, a, b, chi):
num = xi*(b-a) - (chi - a)
xi_chi = (chi-a)/(b-a)
caso1 = a + (chi-a)*np.cos(0.5*np.pi*num/(chi - a + 1e-10*(chi==a))) #␣

↪→Evitamos la divergencia si chi=a
caso2 = b - (b-chi)*np.cos(0.5*np.pi*num/(b - chi + 1e-10*(chi==b))) #␣

↪→Evitamos la divergencia si chi=b
return caso1*(xi < xi_chi) + caso2*(xi >= xi_chi)

N = 10 # Cantidad de celdas

xi = np.linspace(0, 1, N+1) # Límites para las celdas (hay N+1)

# Grafico grilla uniforme
xc = xi.copy()
x = np.zeros_like(xc)
x[1:] = (xc[1:] + xc[:-1])/2
graficar_grilla(xc, x, "Grilla uniforme")

# Grafico grilla con más resolución en los bordes
xc = res_bordes(xi, 0, 1)
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x = np.zeros_like(xc)
x[1:] = (xc[1:] + xc[:-1])/2
graficar_grilla(xc, x, "Grilla con más resolución en los bordes")

# Grafico grilla con más resolución en x=0.7
xc = res_med(xi, 0, 1, 0.7)
x = np.zeros_like(xc)
x[1:] = (xc[1:] + xc[:-1])/2
graficar_grilla(xc, x, "Grilla con más resolución en x=0.7")

# Grafico grilla con más resolución en x=1
xc = res_med(xi, 0, 1, 1)
x = np.zeros_like(xc)
x[1:] = (xc[1:] + xc[:-1])/2
graficar_grilla(xc, x, "Grilla con más resolución en x=1 (borde)")

[ ]: (<Figure size 432x108 with 1 Axes>,
<matplotlib.axes._subplots.AxesSubplot at 0x7fbfd0fe1590>)
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1.3.2 Operadores matriciales para el cálculo de flujos en problemas lineales

En los casos que vimos (y en otros que no), el flujo siempre se obtiene cómo una combinación
lineal de las F o G evaluadas en distintos puntos. Por lo tanto, si tenemos el vector ϕ con
ϕi = ϕ(xi), podemos definir vectores análogos F ó G (dependiendo el caso) con Fi = F (ϕi, xi, t) ó
Gi = G(ϕi, xi, t) para i = 1, ..., N .

Para poder expresar esto matricialmente, necesitamos también incluir información de los contornos.
Esto lo haremos cómo en la Práctica 5 agregando elementos asociados a los contornos a los vectores
en cuestión. Es importante recordar que estos elementos adicionales no son nodos de nuestro
método, sino que son un artilugio práctico para la resolución numérica. Una vez resuelto el problema,
debemos descartarlos de la solución. De hecho, no respetan necesariamente la ecuación diferencial,
sino que son conocidos. Por lo tanto, debemos asegurarnos al construir la matriz que su ecuación
sea la trivial F0 = F0. Este problema desaparece si tenemos condiciones de contorno períodicas,
cómo ya vimos.

Para el primer caso, dado que la ecuación resultante tiene solo derivadas primeras espaciales, solo
un contorno es necesario, donde el flujo es conocido (al ser ϕ conocida). Agregamos entonces un
elemento al inicio F0 = F (x1/2, t), por lo que el vector tiene tamaño N + 1.

En el segundo caso, la ecuación tiene derivadas espaciales de orden 2, por lo que necesitamos
los habituales 2 contornos. Para condiciones de Dirichlet, agregamos un elemento al principio
G0 = G(x1/2, t) y otro al final GN+1 = G(xN+1/2, t), resultando de tamaño N + 2.

Con todo esto a mano, podemos definir un vector F con los términos de flujo Fi = (F (xi+1/2, t)−
F (xi−1/2, t))/∆xi calculable a través de F o G mediante un operadores matriciales (distintos de-
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pendiendo del caso)
F = D1F ó F = D2G

A modo de ejemplo, construiremos el operador matricial para el primer caso, teniendo en cuenta
que el valor de F (x1/2, t) es inmediatamente conocido y ninguna aproximación es necesaria. Para
la primer fila (asociada a la ecuacion de F0), ponemos la identidad. De allí en adelante, podemos
simplemente usar la expresión conocida, pero recordando F es la resta de los flujos. Para i ≥ 1

Fi =
F (xi+1/2, t)− F (xi−1/2, t)

∆xi

Para F1, no necesitamos estimación para F (x1/2, t) (aunque si para F (x3/2, t)), pues está incluido
en nuestro vector.

F1 =
F (x3/2, t)− F (x1/2, t)

∆x1
= − 1

x3/2 − x1/2
F (x1/2, t) +

1

x3/2 − x1/2

(x2 − x3/2)F (x1, t) + (x3/2 − x1)F (x2, t)

x2 − x1

Para i ≥ 2 usamos

Fi =
1

xi+1/2 − xi−1/2

[
(xi+1 − xi+1/2)F (xi, t) + (xi+1/2 − xi)F (xi+1, t)

xi+1 − xi
−

(xi − xi−1/2)F (xi−1, t) + (xi−1/2 − xi−1)F (xi, t)

xi − xi−1

]
=

1

xi+1/2 − xi−1/2

[
−
xi − xi−1/2

xi − xi−1
F (xi−1, t) +

(
xi+1 − xi+1/2

xi+1 − xi
−

xi−1/2 − xi−1

xi − xi−1

)
F (xi, t) +

xi+1/2 − xi

xi+1 − xi
F (xi+1, t)

]
y así podemos construir la matriz

D(D)
1 =



1 0 0 0 0 ...
(−1)

x3/2−x1/2

1
x3/2−x1/2

x2−x3/2

x2−x1

1
x3/2−x1/2

x3/2−x1

x2−x1
0 0 ...

0 − 1
x5/2−x3/2

x2−x3/2

x2−x1

1
x5/2−x3/2

(
x3−x5/2

x3−x2
− x3/2−x1

x2−x1

)
1

x5/2−x3/2

x5/2−x2

x3−x2
0 ...

0 0 − 1
x7/2−x5/2

x3−x5/2

x3−x2

1
x7/2−x5/2

(
x4−x7/2

x4−x3
− x5/2−x2

x3−x2

)
1

x7/2−x5/2

x7/2−x3

x4−x3
...

...
... . . . . . . . . . . . .


Es importante aclarar que en este caso, la matriz no tiene límite inferior dado que solo
hay un contorno, pero para nuestros objetivos ilustrativos basta. Notamos que la matriz
sigue siendo tribanda, pero ahora las diagonales no son constantes. Esto hace que la con-
strucción mediante scipy.sparse.diags resulte ligeramente más tediosa, por lo que usaremos
scipy.sparse.lil_matrix introducido en la Práctica 5. Una matriz creada así tiene automática-
mente 0 en todas sus posiciones (cómo np.zeros) y puede asignarse libremente, manteniendo una
representación rala.
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[ ]: import numpy as np
from scipy.sparse import lil_matrix
# Correr las celdas anteriores para tener las funciones de construcción de␣
↪→grillas

# Usamos celdas con más resolución a izquierda
N = 8
xi = np.linspace(0, 1, N+1)
xc = res_med(xi, 0, 1, 0)
x = np.zeros_like(xc)
x[1:] = (xc[1:] + xc[:-1])/2
##########################################

A = lil_matrix( (N + 1, N + 1) ) # Matriz, con un elemento extra para el␣
↪→borde

A[0, 0] = 1 # Ecuación trivial para el elemento 0␣
↪→(borde)

# Ecuación para el elemento 1 (primer centro)
A[1, 0] = -1/(xc[1] - xc[0])
A[1, 1] = 1/(xc[1] - xc[0])*(x[2] - xc[1])/(x[2] - x[1])
A[1, 2] = 1/(xc[1] - xc[0])*(xc[1] - x[1])/(x[2] - x[1])

# Ecuaciones para los elementos mayores a 1 (i=2,.., N)
for i in range(2, N + 1): # +1 para que incluya el último elemento

if i != N: # La matriz no tiene límite inferior, no completo la ultima fila
A[i, i-1] = -1/(xc[i] - xc[i-1])*(x[i] - xc[i-1])/(x[i] - x[i-1])
A[i, i ] = 1/(xc[i] - xc[i-1])*( (x[i+1] - xc[i])/(x[i+1] - x[i]) -\

(xc[i-1] - x[i-1])/(x[i] - x[i-1]) )
A[i, i+1] = 1/(xc[i] - xc[i-1])*(xc[i] - x[i] )/(x[i+1] - x[i])

print("\nVemos la representación densa de la matriz (sin la última fila)")
with np.printoptions(linewidth=150):

print(A[:-1].toarray())

Vemos la representación densa de la matriz (sin la última fila)
[[ 1. 0. 0. 0. 0. 0.
0. 0. 0. ]
[-52.04343446 38.90636328 13.13707118 0. 0. 0.
0. 0. 0. ]
[ 0. -13.13707118 6.43985037 6.69722081 0. 0.
0. 0. 0. ]
[ 0. 0. -6.69722081 2.08409488 4.61312593 0.
0. 0. 0. ]
[ 0. 0. 0. -4.61312593 0.98861614 3.62450979
0. 0. 0. ]
[ 0. 0. 0. 0. -3.62450979 0.54211759
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3.0823922 0. 0. ]
[ 0. 0. 0. 0. 0. -3.0823922
0.30831251 2.77407969 0. ]
[ 0. 0. 0. 0. 0. 0.
-2.77407969 0.16095376 2.61312593]]

Cómo dijimos, el caso periódico es más sencillo, principalmente porque no es necesario agregar
elementos a los vectores F o G. La única diferencia es cómo calculamos las distancias entre los puntos
de los extremos. Básicamente, hacemos el reemplazo habitual F (x0, t) → F (xN , t) y F (xN+1, t) →
F (x1, t) (lo mismo para G) pero además reemplazamos cualquier x0 → x1/2 − (xN+1/2 − xN ) y
xN+1 → xN+1/2 + (x1 − x1/2). Esto es una forma de decir que x0 está a distancia (xN+1/2 − xN )
del borde x1/2 y xN+1 está a (x1 − x1/2) de xN+1/2.

Ejemplificamos a continuación

D(p)
1 =



1
x3/2−x1/2

(
x2−x3/2

x2−x1
− xN+1/2−xN

(x1−x1/2)+(xN+1/2−xN )

)
1

x3/2−x1/2

x3/2−x1

x2−x1
0 0 ... 0 − 1

x3/2−x1/2

x1−x1/2

(x1−x1/2)+(xN+1/2−xN )

− 1
x5/2−x3/2

x2−x3/2

x2−x1

1
x5/2−x3/2

(
x3−x5/2

x3−x2
− x3/2−x1

x2−x1

)
1

x5/2−x3/2

x5/2−x2

x3−x2
0 ... 0 0

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
...

...
...

1
xN+1/2−xN−1/2

xN+1/2−xN

(xN+1/2−xN )+(x1−x1/2)
0 0 0 ... − 1

xN+1/2−xN−1/2

xN−xN−1/2

xN−xN−1

1
xN+1/2−xN−1/2

(
x1−x1/2

(xN+1/2−xN )+(x1−x1/2)
− xN−1/2−xN−1

xN−xN−1

)


Nuevamente, la primer y última fila requieren cierto cuidado y un trabajo un poco más manual,
pero el resto son fácilmente automatizables. De hecho, para el caso periódico y equiespaciado, las
matrices se vuelven idénticas a las de diferencias finitas.

En todos los casos, debe cumplirse que la suma de coeficientes de cualquier fila interior (que no
interactúe directamente con un borde) es nula, lo cual es una buena forma de confirmar si la
construcción es correcta.

Esto es válido para grillas uniformes y no uniformes.

[ ]: # Correr las celdas anteriores para tener las funciones de construcción de␣
↪→grillas

# Usamos celdas con más resolución en los bordes
N = 5
xi = np.linspace(0, 1, N+1)
xc = res_bordes(xi, 0, 1)
#xc = xi.copy() # Descomentando esta línea se tiene el caso uniforme
x = np.zeros_like(xc)
x[1:] = (xc[1:] + xc[:-1])/2
##########################################

A = lil_matrix( (N, N ) ) # Matriz, ahora el i-esimo elemento corresponde
# a la celda i+1 (no hay "centro 0")

# Ecuación para el elemento 1 (primer centro)
A[0, -1] = -1/(xc[1] - xc[0])*(x[1] - xc[0])/((x[1] - xc[0]) + (xc[N] - x[N]))
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A[0, 0 ] = 1/(xc[1] - xc[0])*((x[2] - xc[1])/(x[2]-x[1]) - (xc[N] - x[N])/
↪→((x[1] - xc[0]) + (xc[N] - x[N])))

A[0, 1 ] = 1/(xc[1] - xc[0])*(xc[1] - x[1])/(x[2] - x[1])

# Ecuaciones para los elementos interiores (i=1,.., N-1), análogo al caso␣
↪→anterior

for i in range(2, N):
A[i-1, i-2] = -1/(xc[i] - xc[i-1])*(x[i] - xc[i-1])/(x[i] - x[i-1])
A[i-1, i-1] = 1/(xc[i] - xc[i-1])*( (x[i+1] - xc[i])/(x[i+1] - x[i]) -␣

↪→(xc[i-1] - x[i-1])/(x[i] - x[i-1]) )
A[i-1, i ] = 1/(xc[i] - xc[i-1])*(xc[i] - x[i] )/(x[i+1] - x[i])

# Ecuación para el elemento N (ultimo centro)
A[N-1, 0 ] = 1/(xc[N] - xc[N-1])*(xc[N] - x[N])/((xc[N] - x[N]) + (x[1] -␣
↪→xc[0]))

A[N-1, N-2] = -1/(xc[N] - xc[N-1])*(x[N] - xc[N-1])/(x[N] - x[N-1])
A[N-1, N-1] = 1/(xc[N] - xc[N-1])*( (x[1] - xc[0])/((xc[N] - x[N]) + (x[1] -␣
↪→xc[0])) - (xc[N-1] - x[N-1])/(x[N] - x[N-1]) )

print("\nVemos la representación densa de la matriz")
with np.printoptions(linewidth=150):

print(A.toarray())
print("\nLa suma a lo largo de cada fila es nula (excepto por precisión de␣
↪→máquina)")

print(np.sum(A, axis=1))

Vemos la representación densa de la matriz
[[ 2.34164079 2.89442719 0. 0. -5.23606798]
[-2.89442719 1.10557281 1.78885438 0. 0. ]
[ 0. -1.78885438 0. 1.78885438 0. ]
[ 0. 0. -1.78885438 -1.10557281 2.89442719]
[ 5.23606798 0. 0. -2.89442719 -2.34164079]]

La suma a lo largo de cada fila es nula (excepto por precisión de máquina)
[[ 8.8817842e-16]
[ 0.0000000e+00]
[ 0.0000000e+00]
[ 0.0000000e+00]
[-4.4408921e-16]]

1.3.3 Adenda: Prueba de convergencia cuadrática para flujos

Cómo vimos, el error para estimar el flujo en el caso F = ∂G
∂x es de la forma

16



δ
∂G

∂x
(xi+1/2, t) =

1

2

∂2G

∂x2

∣∣∣
χi

[
(xi+1 − xi+1/2)− (xi+1/2 − xi)

]
Ahora que tenemos una definición rigurosa de suavidad, expresemos este grillado cómo xi+1/2 =
h(ξi+1/2) para una h derivable y ξ un grillado uniforme en [0, 1]. El término entre paréntesis puede
escribirse entonces (usando las definiciones de los centros) cómo

xi+1 − xi+1/2 =
xi+3/2 + xi+1/2

2
− xi+1/2 =

xi+3/2 − xi+1/2

2
≈ h′

(
ξi+3/2 + ξi+1/2

2

)[
ξi+3/2 − ξi+1/2

2

]
= h′(ξi+1)∆ξ

xi+1/2 − xi = xi+1/2 −
xi+1/2 + xi−1/2

2
=

xi+1/2 − xi−1/2

2
≈ h′

(
ξi+1/2 + ξi−1/2

2

)[
ξi+1/2 − ξi−1/2

2

]
= h′(ξi)∆ξ

(xi+1 − xi+1/2)− (xi+1/2 − xi) ≈ ∆ξ(h′(ξi+1)− h′(ξi)) = ∆ξ2h′′(ξc) para algun ξc ∈ [ξi, ξi+1]

Dado que ∆ξ = 1/N , vemos que el error será

δ
∂G

∂x
(xi+1/2, t) = O(1/N2)

que es exactamente lo que queríamos probar.

1.4 Referencias
• Numerical Methods for Partial Differential Equations: Finite Difference and Finite Volume

Methods; S. Mazumder (2015)
• Numerical computation of internal and external flows, C. Hirsch (2007)

2 Funciones útiles
Adjuntamos a continuación algunas funciones que pueden resultarles de utilidad para la realización
de esta Práctica o el análisis de los resultados obtenidos.

2.0.1 Gráfico 1D animado

[ ]: def grafico1d_animado(abscisas, ordenadas, dt, leyendas=None, titulo="",
etiqueta_x="", etiqueta_y="", paso=1, rescalar=False):

"""
Genera un gráfico animado 1D.

Entrada:
- `abscisas`: arreglo 1D o lista de arreglos 1D con las abscisas para

cada conjunto de datos.
- `ordenadas`: arreglo de dimensión 2 con el valor de las ordenadas

para cada tiempo. La cantidad de filas corresponde
a la cantidad de niveles temporales y debe ser igual
para cada conjunto de datos. La cantidad de columnas
debe coincidir con la cantidad de elementos en las
abscisas.

- `dt`: paso temporal entre muestras.
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- `leyendas`: string o lista de strings con la etiqueta para cada set
de datos.

- `titulo`: string con el título del gráfico.
- `etiqueta_x`: string con la etiqueta para el eje x [OPCIONAL].
- `etiqueta_y`: string con la etiqueta para el eje y [OPCIONAL].
- `paso`: espaciamiento en los datos para cada fotograma.
- `rescalar`: True para recalcular los limites de la figura en cada

fotograma.

Salida:
- `anim`: referencia al objeto de animación creado.

"""

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.animation as animation

# Control de errores y flexibilidad para permitir uno o varios
# sets de datos.
if not isinstance(abscisas, list):

if not isinstance(abscisas, np.ndarray):
print("El primer argumento de `grafico1d_animado` debe ser un "

"arreglo con las abscisas o una lista de arreglos.")
raise

else:
abscisas = [abscisas]

if (not isinstance(ordenadas, list)):
if (not isinstance(ordenadas, np.ndarray)):

print("El segundo argumento de `grafico1d_animado` debe ser un "
"arreglo con los datos o una lista de arreglos.")

raise
else:

ordenadas = [ordenadas]

if len(abscisas) != len(ordenadas):
print("La cantidad de arreglos de abscisas y de ordenadas debe "

"ser la misma.")
raise

if leyendas is None:
leyendas = [None]*len(ordenadas)

elif leyendas and isinstance(leyendas, list):
if len(ordenadas) != len(leyendas):

print("Ordenadas y leyendas deben tener la misma cantidad de ",
"elementos.")

raise
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else:
leyendas = [leyendas]

# Guardo el estado de plt
params_viejos = plt.rcParams
plt.rc('animation', html='jshtml')

num_foto = ordenadas[0].shape[0]

fig, ax = plt.subplots(1, 1, figsize=(8,4), constrained_layout=True)
plt.close(); # Cerrar la figura, animation va a crear la suya propia

# Inicializo las curvas
plots = [ ax.plot([], [], label=leyendas[i])[0]

for i in range(len(ordenadas)) ]
ax.set_title(titulo + f" $t=0$")
ax.set_xlabel(etiqueta_x)
ax.set_ylabel(etiqueta_y)

def init():
""" Inicializador de la figura y gráfico de condiciones iniciales."""
for i, (x, f) in enumerate(zip(abscisas, ordenadas)):

plots[i].set_xdata(x)
plots[i].set_ydata(f[0])

ax.relim()
ax.autoscale_view()

return plots

def actualizar(t):
""" Actualiza los datos al fotograma actual."""
print(f"\rCalculando fotograma {t//paso} de {(num_foto-1)//paso}",

end="")
for i, f in enumerate(ordenadas):

plots[i].set_ydata(f[t])

ax.set_title(titulo + f" $t={t*dt:.5f}$")

if rescalar:
ax.relim()
ax.autoscale_view()

return plots

anim = animation.FuncAnimation(fig, actualizar, init_func=init,
frames=range(0, num_foto, paso),
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blit=True, repeat=True)

# Restauro el estado de plt
plt.rc(params_viejos)

return anim
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