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Resumen

La discordia cuantica es una medida introducida en el afio 2001 para cuan-
tificar la importancia de las correlaciones cuanticas|1|. Permite, a diferencia
de lo que sucede con el entrelazamiento, detectar correlaciones cuénticas en
estados separables (no entrelazados). Recientemente el estudio de la discor-
dia ha recibido mucha atencién. En parte, esta atencion esté generada por el
hecho de que ha surgido evidencia que permite suponer que la discordia po-
dria servir para caracterizar los recursos necesarios para que la computacion
cuéntica tenga ventajas sobre la clasica.

En esta tesis se estudia la evolucién de una aproximacion a la discordia
(llamada discordia gaussiana) en un sistema bipartito que interacttia con un
entorno. Analizamos un modelo sencillo donde el sistema estd constituido
por dos osciladores armonicos, los cuales interactian con un entorno comin
también formado por osciladores armoénicos. Si bien el modelo es sencillo, se
demostro recientemente|2| que presenta una rica variedad de comportamien-
tos para la evolucion del entrelazamiento entre las partes del sistema. En esta
tesis se compara el comportamiento de la discordia con el del entrelazamiento.

En primer lugar se analiza el valor de la discordia gaussiana y el tipo de
medicion involucrada para el estado asintotico, es decir una vez que el sistema
alcanzo6 el equilibrio con el entorno. Se muestra que para altas temperaturas
del entorno la discordia gaussiana del estado de equilibrio es una funciéon
creciente de la temperatura, y que cuando el estado inicial es puro alcanza
asintoticamente un valor igual a una unidad de informacion (la entropia de un
qubit en un estado completamente aleatorio). Este comportamiento contrasta
fuertemente con el del entrelazamiento, ya que el mismo desaparece para
temperaturas suficientemente altas. También se muestra como se modifica el
valor maximo que puede alcanzar la discordia en el limite de alta temperatura
cuando el estado inicial es mixto. Ademaés se estudia mediante simulaciones
numéricas como es la evolucion de las correlaciones cuénticas desde el estado
inicial hasta que se alcanza el equilibrio, confirmando los resultados obtenidos
para el estado asintotico.
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Capitulo 1

Introduccion

En la década del 80’ Richard Feynman y David Deutsch iniciaron el cam-
po de la computacion cuantica, y desde entonces gran cantidad de energia
fue invertida en su desarrollo, tanto tedrico como experimental. El interés
fundamental en este campo es entender cudles son las limitaciones que im-
ponen las leyes de la fisica sobre las computadoras, los dispositivos capaces
de procesar informacion de forma algoritmica para resolver un determinado
problema. Esto dio lugar a una visiéon completamente nueva de la naturale-
za de la informacion, y de la forma en la que esta puede ser transmitida y
procesada. En la década del 90, con el descubrimiento por parte de Peter
Shor de un algoritmo cuantico capaz de calcular los factores primos de un
nimero entero de forma eficiente, quedé en evidencia que las computadoras
cuénticas podrian resolver problemas para los que no se conocian algoritmos
clasicos eficientes.

En una computadora cuantica la informacion se codifica en el estado de
algtin sistema fisico que acepta una descripcion mediante la mecénica cuan-
tica. En general este sistema se considera como una coleccién de subsistemas
cuyo espacio de Hilbert es de dimensiéon 2, llamados ‘qubits’. En los modelos
candnicos de computacion cuantica el estado inicial del sistema es un estado
puro, este estado se manipula realizando operaciones en las que intervienen 1
o 2 qubits, y el resultado del computo se obtiene realizando mediciones sobre
los distintos qubits en el estado final.

. Cuél es la propiedad de los sistemas cuénticos, o el recurso existente
en ellos, que los hace mas poderosos que los sistemas clasicos para el pro-
cesamiento de informacién? Si bien esta sigue siendo una pregunta abierta,
inicialmente se consideraba que esa propiedad era el entrelazamiento. Por
ejemplo, en tareas basicas de comunicacién cuantica, como la teleportacion
y la codificacion densa, este juega un rol fundamental|3]. Ademas, en los
modelos de computacion cuantica que fueron desarrollados originalmente, el



modelo de circuitos y el basado en medicién, también se hace uso del entrela-
zamiento para resolver eficientemente problemas que no pueden ser resueltos
de forma eficiente en computadoras clasicas. En [4] se muestra que cualquier
computo cuantico con estados puros sobre un sistema de n qubits puede ser
simulado eficientemente de forma clasica si el entrelazamiento involucrado en
el computo cuéntico es inferior a cierto valor limite, que crece con n. Por lo
tanto se concluye que las computadoras cuanticas que utilizan estados puros
solo pueden ofrecer una ventaja respecto de las clasicas si es posible generar
una determinada cantidad de entrelazamiento, que crece con el el tamano del
coOmputo.

Sin embargo, en 1998 Emmanuel Knill y Raymond Laflamme presentaron
un nuevo modelo de computacion cuantica que no utilizaba estados puros|5].
En este modelo, llamado DQC1!, se dispone de un conjunto S de qubits en
un estado completamente aleatorio, y un tnico qubit adicional M en un es-
tado puro, sobre el cual se realizan mediciones para obtener el resultado del
computo. Si bien este modelo no resulta tan poderoso como el modelo de
circuitos, puede resolver eficientemente tareas para las cuales no se conocen
algoritmos clésicos eficientes, como por ejemplo evaluar la traza de un ope-
rador unitario sobre n qubits. Lo que llamoé la atencion de este modelo es
que si bien se generan correlaciones entre el qubit M y los qubits S el esta-
do global siempre es separable con respecto a esa division, es decir que no
se genera entrelazamiento. Esto desafio la vision del entrelazamiento como
recurso fundamental para lograr ventajas sobre los sistemas cléasicos.

Poco tiempo después, en el ano 2001, Harold Ollivier y Wojciech Zurek
propusieron una nueva medida para cuantificar las correlaciones cuanticas
existentes en un sistema bipartito: la discordia cudntica|l|. Esta magnitud
es la diferencia entre las correlaciones totales entre las partes de un sistema
bipartito y aquellas que pueden obtenerse realizando solamente mediciones
locales. Se puede ver que esta nueva medida de correlaciones tiene en cuenta
a aquellas presentes en estados entrelazados. Sin embargo existen estados se-
parables, no entrelazados, cuya discordia es no nula. Es decir que a diferencia
de lo que se pensaba, los estados separables no son necesariamente clasicos,
ya que estos también pueden contener correlaciones ‘no-clasicas’, cuantifica-
das en el valor no nulo de la discordia. Si bien la definicién de la discordia
se origind en el estudio del problema de la medicion y el proceso de decohe-
rencia, esta medida de correlaciones cuanticas fue recientemente relacionada
con la eficiencia del modelo DQC1. En el ano 2008, Datta, Shaji y Caves
mostraron que la eficiencia en el cilculo de la traza de un operador unitario
mediante el modelo DQC1 estaba relacionada con la discordia generada en-

!Deterministic quantum computation with one qubit.



tre el qubit M y los qubits S. Es decir, propusieron a la discordia como una
medida de los recursos presentes en ese modelo computacional. El célculo de
la discordia requiere de una optimizaciéon que en muy pocos casos puede ser
realizada. Para el caso de estados gaussianos de sistemas de variable conti-
nua, como los que se utilizan en este trabajo, hasta el momento sé6lo existe
una aproximacion: la ‘discordia gaussiana’[6].

Una de las principales dificultades para la construcciéon de una compu-
tadora cuantica esta dada por el proceso de decoherencia. La decoherencia es
la pérdida de coherencia cuantica debido a la interaccion entre el sistema de
interés y su entorno. Si se prepara a un sistema cuantico en un estado puro,
y este no estd completamente aislado de su entorno, su estado evoluciona-
ra hacia una mezcla estadistica de cierto tipo de estados, llamados ‘estados
puntero’. La informacion codificada en el estado inicial se pierde debido a la
interaccion del sistema con su entorno. Por este motivo resulta importante
entender de qué manera la interacciéon con un entorno afecta los recursos
cuénticos presentes en un determinado sistema. El trabajo que se presenta
aqui esta relacionado con este ultimo punto.

Durante el desarrollo de esta tesis se estudi6 la evoluciéon de la discor-
dia gaussiana para un sistema abierto de variable continua. Se trabaj6 con
un modelo sencillo en el cual el sistema consta de dos osciladores armoénicos
unidimensionales, que interactiian con un entorno comin también formado
por osciladores armoénicos. El comportamiento de la discordia gaussiana se
compar6 con el del entrelazamiento, el cual ya fue estudiado en detalle por
Augusto Roncaglia durante su trabajo doctoral[7]. En primer lugar se carac-
teriza el valor de la discordia gaussiana para el estado asintético, es decir el
estado en que el sistema esta en equilibrio con el entorno. Se muestra que
para altas temperaturas del entorno la discordia gaussiana es una funciéon
creciente de la temperatura, y que cuando el estado inicial es puro alcanza
un valor asintotico igual a una unidad de informacién, es decir, la entropia
de un qubit en un estado completamente aleatorio. Este comportamiento
contrasta fuertemente con el del entrelazamiento, ya que este se anula para
temperaturas suficientemente altas. Ademas se estudia mediante simulacio-
nes numéricas como es la evolucion de las correlaciones cuanticas desde el
estado inicial hasta que se alcanza el equilibrio, confirmando los resultados
obtenidos para el estado asintotico.

La organizacion de este informe es la siguiente. En el capitulo 2 se dan
los detalles del modelo, los hamiltonianos y las ecuaciones maestras, estable-
ciéndose la notacion a utilizar en el resto del trabajo. Se dan los primeros
resultados analiticos generales y se muestra como obtener el estado asintotico
del sistema. También se comenta el método usado para realizar las simulacio-
nes numeéricas. En el capitulo 3 se repasan rapidamente los conceptos basicos



de teorfa de la informacién, ya que estos se necesitan para definir la discor-
dia cuantica. En el capitulo 4 se presentan las magnitudes utilizadas para
medir las correlaciones cuanticas. Se define la discordia y se discuten sus
propiedades mas importantes. El capitulo 5 trata sobre la descripcion mate-
matica y las propiedades de los estados gaussianos en sistemas de variable
continua, los cuales son centrales en todo el trabajo realizado. Las medidas
de correlaciones presentadas son calculadas explicitamente para este tipo de
estados. Ademés se discute como son implementadas experimentalmente las
llamadas ‘mediciones gaussianas’. En el capitulo 6 se presentan y discuten
los resultados obtenidos para la evolucién de la discordia. Primero se presen-
tan los resultados analiticos para el estado asintotico y luego las simulaciones
numeéricas de la evolucién temporal. En ambos casos se compara el comporta-
miento de la discordia con el del entrelazamiento. Finalmente, en el capitulo
7 se dan las conclusiones generales.



Capitulo 2

Modelos

En este capitulo se establecen dos modelos que se utilizan en el resto del
trabajo. Se considera un sistema bipartito interactuando con un entorno, se
detallan los hamiltonianos y se indica como pueden ser obtenidas las ecuacio-
nes maestras correspondientes. Por iltimo se indica cémo fueron realizadas
las simulaciones numéricas con las que se obtuvieron los resultados expuestos
en capitulo 6.

2.1. Modelos

Como se adelanté en la introduccion, el objetivo de este trabajo fue el
estudio de las correlaciones cuanticas entre las dos partes de un sistema bi-
partito de variables continuas, y especialmente del efecto que tiene sobre
estas la interaccion entre el sistema y un entorno. El modelo que se utilizo
es quizas el més simple que se puede considerar: el sistema S esta formado
por dos particulas que se mueven en una sola dimensién bajo la acciéon de
un potencial armoénico e interacttian linealmente con un entorno E también
formado por osciladores armonicos unidimensionales(figura 2.1). El mismo
sistema fue utilizado en trabajos anteriores en donde se estudia la evolucion
del entrelazamiento|8, 2]. Ademas esté directamente relacionado con el mo-
delo de movimiento browniano cuantico, en el que se tiene una sola particula
interactuando con el entorno de osciladores, que es un ejemplo paradigmati-
co de sistema cuantico abierto y fue ampliamente utilizado en el estudio del
proceso de decoherencia |9, 10, 11, 12].

Aqui se consideran dos variantes de este modelo. En la primera el acopla-
miento entre los distintos osciladores es tanto en posiciéon como en momento,
mientras que en la segunda el acoplamiento es solamente mediante posicion.
Miés adelante se estudia como es que estos detalles de la interacciéon con el
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Figura 2.1: Esquema del modelo utilizado.

entorno afectan el estado de equilibrio del sistema. A continuacién, por cla-
ridad y para introducir la notacion, se da el hamiltoniano correspondiente a
este modelo cuando el acoplamiento es mas general.

El hamiltoniano global es Hgg = Hs + Hg + H;,,;, donde Hg es el hamil-
toniano del sistema, Hg el del entorno y H;,; representa la interaccion entre
ellos. El sistema esté formado por los osciladores 1 y 2:

P omwir? pi mwrl C12

Hg=-L 4 =1
S om + 9 + om + 5 + mc19X1T9 + mw2

P1P2 (21)

donde z; y p; (i = 1,2) son la posicion y momento de cada oscilador. Por
simplicidad se toma la misma masa m y frecuencia w para los dos osciladores.
Estos interacttian en posicion mediante la constante de acoplamiento cjo y
en momento mediante ¢qo.

El entorno consiste en un conjunto de N osciladores armoénicos con masas
m,, y frecuencias w, que no interacttiian entre si:

B=) 5+ (2.2)
n=1 n

siendo ¢, y 7, la posicion y momento para cada oscilador.
La interaccion entre sistema y entorno esta dada por:

N N
~ P11 Ty ~ P2 Ty
Hin = E CnT1Qn + Cp— + E CnToGn + Cp—
¢ ( 19 mw mwn) — ( 24 mw mwn)

n=1

N N (2.3)
_ D1+ P2 ~ Ty
- (xl + C(72) ; CnQn + M ; Cn e,



Es decir que los osciladores 1 y 2 interacttian linealmente con todos los os-
ciladores del entorno. La interaccion tanto de 1 como de 2 con el oscilador
n del entorno estd dada por las constantes de acoplamiento en posicion ¢,
y en momento ¢,. El hamiltoniano para el caso en que los osciladores s6lo
interactiian en posicion se obtiene de las expresiones anteriores con ¢, = 0y
6123: 0.

En este trabajo el interés es calcular como evolucionan las correlaciones
cuanticas del sistema, es decir las correlaciones cuanticas entre los oscilado-
res 1 y 2, cuando estos interactiian con el entorno. Por lo tanto es necesario
conocer cual es el estado del sistema, descripto por la matriz densidad pg
correspondiente a los osciladores 1 y 2, a medida que transcurre el tiempo.
Dado el estado inicial del conjunto sistema-entorno se puede calcular, me-
diante la evoluciéon temporal unitaria generada por el hamiltoniano Hgg, el
estado del sistema en un tiempo t arbitrario. Asi, si psg(0) es el estado global
at =0, el estado a tiempo t sera:

pse(t) = Ut)pse(0)U (1) (2.4)

siendo U(t) = e=""% . Por lo tanto la matriz densidad ps(t) para los oscila-
dores del sistema es:

ps(t) = Tre(pss(t)) (2.5)

Esta matriz densidad contiene toda la informaciéon necesaria para calcular
cualquier medida de correlaciones entre los osciladores 1 y 2. Para determi-
nados estados globales iniciales es posible encontrar una ecuaciéon dinamica
para pg(t) que tenga en cuenta la accion sobre el sistema por parte del en-
torno pero no incluya explicitamente los grados de libertad de este tltimo.
Esta ecuaciéon se conoce como ecuacion maestra y a continuacion se repasa
su derivacion para este modelo.

2.2. Ecuacion Maestra

Para empezar es conveniente realizar un cambio de variables de forma de
simplificar el problema, aprovechando el hecho de que el entorno actua de la
misma manera sobre los dos osciladores del sistema. Si se expresa el hamilto-
niano de interaccién H,;,; en términos de las coordenadas x4 = \%(azl + x9)

Yy P+ = \/%(m + py) se obtiene:

N N
TT.
Hit = 7Y V20000 + % R (2.6)
n=1 n=1

n
mwy,
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Figura 2.2: Representaciéon esquematica de la transformaciéon de los modos
1/2 a los modos +/—.

Es decir que soélo las coordenadas x, y p, son afectadas por el entorno. En
funciéon de las nuevas coordenadas el hamiltoniano del sistema es:

2 2.2 2 2
f2at mywi T P m_wxr”

Hq = 2.7

s 2my * 2 * 2m_ * 2 (27)

Donde las frecuencias y masas correspondientes a los modos + y — son:

Lo\ -1
mi:m(lic—ls)

w
2 _ 2 C12 C12
W= w <1:I:E> (HEE)

El hecho de que los modos + y — no interactien entre si se debe a que se
esta considerando el caso resonante donde las frecuencias de los osciladores
1 y 2 son las mismas. Esta transformacion se representa en la figura 2.2.
Nuevamente, para el caso de acoplamiento en posicion solo hace falta evaluar
las expresiones para ¢15 = 0.

Por lo tanto se tiene que solo el modo + interactia con el entorno mien-
tras que el modo — evoluciona libremente. La evolucién libre del modo — es
trivial y por lo tanto solo resta encontrar la ecuaciéon maestra para un tnico
oscilador, el modo +, interactuando con el entorno, es decir la ecuaciéon maes-
tra del movimiento browniano cuéntico. Esta ecuacion fue derivada en forma
exacta por primera vez por Hu, Paz y Zhang en 1992[11], para el caso en que
el acoplamiento es en posicion; y por Roncaglia y Paz en [2] para el caso de
acoplamiento simétrico en posicion y momento (¢, = ¢é,). A continuacion se
repasa la derivacion mas sencilla dada en [13].

(2.8)
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2.2.1. Movimiento browniano cuantico

En este modelo el sistema S consiste en un tunico oscilador:

P2 mow?z?

Hq= 2
S=om T

(2.9)

El entorno es un conjunto de osciladores como en el caso anterior (ecua-
cion 2.2), y la interacciéon entre sistema y entorno es lineal y mediante la
coordenada posicion:

N
n=1

Como el hamiltoniano global Hr = Hg + Hg + H;,; es cuadratico en las
coordenadas {x,p} v {qn, 7o} la evolucion temporal que genera es una trans-
formacion gaussiana. Esto significa que si el estado global inicial pgg(0) es
gaussiano, también lo es el estado evolucionado psg(t)'. Ademas, como la
traza parcial de un estado gaussiano da como resultado un estado gaussiano,
el estado del sistema pg(t) también lo es (ver capitulo 5). Esto impone restric-
ciones importantes al propagador asociado a la matriz densidad del sistema.
Es decir, si J(z, 2, t|zo, x, t) es el propagador que evoluciona pg:

ps(z, 2’ t) = / / dxodxy J(z, 2, t|z0, 70, to) ps(zo, 25, to) (2.11)

donde pg(z,2',t) = (z|ps(t)|z’), entonces el hecho de que la evolucion trans-
forme estados gaussianos en estados gaussianos implica que el propagador J
debe ser una funcion gaussiana de las coordenadas {x,z’, xg, z(}. Ademas,
se puede ver que la forma més general para un propagador gaussiano que
conserve la hermiticidad y la traza de la matriz densidad es|14]:

b
J(X, Y, t|X0, Yb; tO) — i 6—(111Y2_a12YY0—(122Y02 % (2 12)
b1XY+b2XOY—b3XYO—b4XOY0) .

el
donde se utilizan las coordenadas X = x + 2’ e Y = & — 2’ por comodidad.
La dependencia temporal esta contenida en los coeficientes {a;;} v {b;}, que
dependeran del modelo particular que se esté considerando. A partir de este
propagador, derivando la ecuacion 2.11, puede obtenerse la ecuacion maestra
para pg. Para el caso en que inicialmente el entorno esta en un estado térmico
pr(0) y descorrelacionado del sistema, psg(0) = ps(0) ® pr(0), el propagador
exacto para el movimiento browniano cuantico puede ser obtenido mediante

IEsta propiedad es discutida en el capitulo 5 y demostrada en el apéndice C.
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integrales de camino y el formalismo de la funcional de influencia de Feynman
y Vernon|15]. En ese caso se deriva la siguiente ecuacion maestra:

ps = —Z'[HSWL%(SQQ(’?)I{ ps]=iy()[z,{p, ps}|=D(O)[z, [z, psl]— f () [z, [p, ps]]

(2.13)
Se considera A = 1. El efecto del entorno sobre el sistema esta contenido en
los coeficientes dependientes del tiempo 6Q2(t), v(t), D(t), f(t), que depen-
den de las caracteristicas del entorno y de su temperatura. Esta ecuacion es
local en el tiempo pero, debido a la dependencia temporal de los coeficien-
tes, la evolucién que genera no es Markoviana. Esta dependencia temporal
es complicada, pero su conocimiento no es necesario en este trabajo. Por
completitud presentamos aqui las expresiones que se obtienen a partir de
un desarrollo perturbativo a 2% orden en el acoplamiento entre sistema y
entorno. En esa aproximacion los coeficientes son:

1 t
§O%(1) - / Yeos(wt)dt'  ~(t) = m/ n(t') sin(wt’)dt’
| 0 (2.14)

D(t) = /O v(t') cos(wt’)dt' ft)=— /0 v(t") cos(wt’)dt’

mw

donde 7(t) y v(t) son los nicleos de disipacion y ruido:

n(t) :/ J(w) sin(wt)dw v(t) :/ J(w)coth (%) cos(wt)dw
’ ’ (2.15)
La temperatura 7' del entorno solo aparece en v a través de § = 1/T (la
constante de Boltzman es k, = 1). Por lo tanto solo los coeficientes D(t) y
f(t) dependen de la temperatura. La funcion J(w) contiene las caracteristicas
relevantes de los osciladores del entorno y su acoplamiento y se conoce como
densidad espectral:

2Mmp Wy

=3 6w — wa) s (2.16)

Dos entornos con la misma densidad espectral son indistinguibles en lo que
respecta a su efecto sobre el sistema.

Para comprender cuél es el efecto de los coeficientes que aparecen en la
ecuacion maestra es 1til derivar a partir de esta las ecuaciones de evolucion
para los primeros y segundos momentos de los operadores z y p. Para los
valores medios se obtiene:

i(@ _m
CZj m (2.17)
—(p) = —mQ%(t) (@) — 2v(t)(p)
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donde Q%(t) = w? + 6Q%(t) es la frecuencia renormalizada. Por lo tanto, es
claro que §Q?(t) representa un cambio en la frecuencia natural del sistema,
mientras que y(t) induce una pérdida de energia. Estos dos coeficientes son
independientes de la temperatura. Para comprender los efectos térmicos sobre
el sistema hay que estudiar las dispersiones en x y p. Las ecuaciones de
evolucion para los segundos momentos son:

9 0%) =~ ({r.p}) — (@) +2D(1)

d, o, 1

E@C ) = E<{$J9}> (2.18)
Crp) = 207) — 2m O (0)la?) — 24(0) . p}) — 271

Se ve que los dos coeficientes dependientes de la temperatura, D(t) y f(t),
aparecen en estas ecuaciones induciendo difusién. Asumiendo que todos los
coeficientes alcanzan valores de equilibrio?Qg, D, f y v, se puede calcular el
valor asintotico de los segundos momentos:

D D
m*Qp(2?) = 5 (%) = > {z,p}) =0 (2.19)
Es interesante notar que mientras D induce difusiéon en ambas coordenadas
f solo afecta la dispersion de x. Esto esta relacionado con el hecho de que la
interaccién con el entorno es mediante la coordenada posicion. Méas adelante
se muestra que cuando la interacciéon con el entorno es simétrica en posicion
y momento esta distincion entre las dispersiones para x y para p desaparece.

2.2.2. Movimiento browniano cuantico con acoplamien-
to simétrico

Aqui se dan rapidamente los resultados que se obtienen cuando el acopla-
miento del sistema con el entorno también es mediante momento, senalandose
las diferencias con el caso anterior. Se considera la siguiente interacciéon entre
sistema y entorno:

N N
P \~x T
Hi =2 Cogn + — > Cn (2.20)
n=1 n=1 n=n

Los hamiltonianos para sistema y entorno son los mismos que en el caso
anterior. Para el caso en que las constantes de acoplamiento son tales que

2Esto sucede siempre para todos los entornos utilizados aqui, excepto cuando la densi-
dad espectral es stiper-6hmica (ver seccion 2.3).
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¢, = &, se puede deducir la siguiente ecuacion maestral2]:

1 ~ .
5(t) =—[Hs + 6Q*(t)H — D(t — -
ps(t) =3 Hs + 00°(1) e ps] = DO el + sl sl 1
— () [z, {p, ps}] — [p, {z, ps}])
donde Hg = 5 np;z + mT‘ﬁ Esta ecuacién resulta una version simetrizada de

la ecuacion maestra para acoplamiento en posicidon. Se ve que el coeficiente
difusivo D(t) y el coeficiente disipativo (t) afectan de la misma forma a los
operadores x y p. Ademads no aparece un término proporcional a [z, [p, p]] que
era el responsable de la asimetria en las dispersiones de x y p en el estado
asintotico. Otra diferencia con el caso anterior es que la interacciéon con el
entorno induce una renormalizacién en la masa del sistema, ademés de una
renormalizacion en frecuencia. El hamiltoniano efectivo para el sistema es:

R 2 2 2
Hy = Hg+ 602 () Hp = —— + M) )

©2M(t) 2 (222)

Donde M(t) = m (1 + 5@2(t)/w2> 1 y Q%(t) = w? (1 + 6(22(t)/w2)2 son la
masa y frecuencia renormalizadas.

Las expresiones para los coeficientes 6Q%(t), D(t) y #(t), en la aproxi-
macion a 2% orden en las constantes de acoplamiento y las ecuaciones de
evolucion para los segundos momentos de x y p se encuentran en el apéndice
A. A partir de esas ecuaciones se obtiene que los valores asintoticos para los
segundos momentos son:

—7 =g mp=o (2.23)

Se ve que a diferencia del caso en que el acoplamiento con el entorno es
s6lo mediante la coordenada posicién, en este caso las dispersiones en z y p
son afectadas de la misma manera y por lo tanto se verifica el principio de

equiparticiéon para un oscilador armoénico en equilibrio térmico, segiin el cual
2.2

2
p _ /mw<x
(3m) = (=55).
Volviendo al caso de interés, el del sistema formado por los osciladores 1
y 2 interactuando con el entorno, a partir de lo expuesto en estas secciones
puede expresarse facilmente la ecuacion maestra para el estado del sistema.

Por ejemplo para el caso de acoplamiento simétrico la ecuaciéon maestra es:

ps(t) Z%[Hs + 602 (t)Hp, ps] — D(t) ([, [z, ps]] + ﬁ[p-&-v [+, ps]])—

- Z’?(t)([!ﬁ_i_, {p-l—a pS}] - [p-i-? {ZE+, pS}D

D
M*Q(2?) 2%

(2.24)

2
me
2

2
siendo Hp = % + y Hg el de las ecuaciones 2.1 y 2.7.
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2.3. Densidad espectral y renormalizacion

El efecto del entorno sobre el sistema queda completamente determinado
si se especifica la densidad espectral J(w), ecuacion 2.16. En las simulaciones
numéricas realizadas se consideraron densidades espectrales de la forma:

Jw) =2 “Y" g 2.25
w) = —myw | — —w :
(@) = Zmyow (£)" 000~ w) (2:25)
Donde 6(z) es la funcion escalon. Estas densidades espectrales describen un
entorno formado por un conjunto infinito de osciladores con una distribucion
continua de frecuencias desde 0 hasta una frecuencia de corte A y donde la
constantes de acoplamiento con el sistema son funciéon de las frecuencias:

c*(w) o< yow" (2.26)

Para n = 1 se dice que el entorno es dhmico, para n < 1 sub-ohmico y
para n > 1 super-chmico. Para esta densidad espectral se puede calcular el
limite asintotico de los coeficientes dependientes del tiempo que aparecen en
la ecuaciones maestras. Por ejemplo para la renormalizaciéon en frecuencia se
tiene:

502 — lim SO2(t) — lim 602(t) — — 2204

t—+o0 t——+o0 m™ N

(2.27)

Es necesario tener en cuenta que estos coeficientes son los correspondientes a
la ecuaciéon maestra de un dnico oscilador interactuando con el entorno. En
el caso de dos osciladores interactuando con el entorno mediante constantes
de acoplamiento ¢, el modo + interactiia con constantes efectivas V2e,,
como se ve de la ecuacion 2.3. Esto implica que los valores asintoéticos de los
coeficientes de la ecuacion maestra 2.24 son el doble de los anteriores.

La renormalizaciéon de los pardmetros m, y w, se puede expresar, me-
diante las relaciones 2.8, como una renormalizacién de los pardmetros m, w,
c12 v C1o de los osciladores originales 1 y 2. Para acoplamiento en posicién
(€12 = 0) s6lo se renormaliza w y ¢a:

w? = 02 = w? + 6022

2.28
C12 —)Clg 2612+5Q2/2 ( )

Es importante remarcar que para las simulaciones numéricas y los calculos
analiticos se consideraron como parametros fisicos a los renormalizados. Por
ejemplo, si se dice que se considera que los osciladores del sistema no interac-
taan entre si se debe entender que C2 = 0 y no que ¢35 = 0. Los parametros
‘desnudos’ del sistema se eligen de forma tal que el comportamiento en el
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limite asintotico sea el correspondiente a los parametros renormalizados ele-
gidos. Por ejemplo para (12 = 0 deben realizarse los céalculos y simulaciones
con una interaccion entre 1y 2 dada por cjp = —6Q?/2 = %VOA.

Para acoplamiento simétrico la renormalizacion es la siguiente:

02 -1 02 02
m—>M:m(1—|—5—) 612%012:(012%—6—)(14—5—)

22 2 22
sO2\* - 02 502
w2—>92:w2(1+ﬁ) 612%012:(6124-7) (14‘@)
(2.29)

Siempre se trabajo en el caso en que los osciladores no interacttan, es decir
con C1o = C15 =0, por lo que se tiene M =m_y Q =w_.

2.3.1. Disipacién y estado de equilibrio

También es importante discutir el limite asintotico del coeficiente disi-
pativo (t). Este limite se puede calcular facilmente en la aproximacion de
acoplamiento débil. Por ejemplo para el caso en que el acoplamiento es en
posicion, a partir de la expresion para «y(t) en 2.14 se obtiene:

B B w\n—1
v = lm () = (K) (2.30)

Por lo tanto para entornos 6hmicos v = 7y, independientemente de la frecuen-
cia de corte. Para entornos sub-6hmicos (n < 1) se tiene v = 7, (%)lfn > Y0,
que diverge para A — +o0o. Es decir que los entornos sub-6hmicos son mas
disipativos que los entornos 6hmicos. Esto se debe a que los osciladores mas
lentos, de menor frecuencia, estan més acoplados con el sistema. En cambio,
para entornos siper-6hmicos el limite es v < 7y y se anula para A — +o00. Es
decir que los entornos stper-6hmicos son menos disipativos que los 6hmicos
y no lo son en absoluto cuando la frecuencia de corte es infinita. La principal
consecuencia de esto es que, en ese limite, el sistema no alcanza un equilibrio
con el entorno. Es decir, las derivadas en las ecuaciones 2.18 no se anulan
para t — oo. Cuando la frecuencia de corte es finita lo que sucede es que el
tiempo v~ que el sistema tarda en alcanzar el equilibrio, para los parametros
considerados, es mucho mayor que el tiempo caracteristico del sistema 27Q 1
y que el tiempo hasta el cual es posible simular la evoluciéon con los métodos
utilizados (ver seccion 2.5).
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2.4. Estado asintético general

Uno de los objetivos principales del trabajo es analizar como son las
correlaciones entre los osciladores 1 y 2 una vez que alcanzaron el equilibrio
con el entorno. Por lo tanto es necesario conocer cuél es el estado asintotico
para el par de osciladores. Como se menciono, las ecuaciones maestras de la
seccion anterior fueron derivadas bajo la condicion de que el estado inicial
global es de la forma pgsg(0) = ps(0) ® pr(0) siendo pr un estado térmico
del entorno. Los estados térmicos son gaussianos® y por lo tanto si se elige
ps(0) gaussiano el estado global pgr(0) también lo es. Por lo tanto el estado
ps(t) seré gaussiano para todo ¢ debido a la forma gaussiana del propagador
que da la evolucion del sistema, como se discutié en la seccion 2.2.1. Una
propiedad de los estados gaussianos, casi su definicion, es que pueden ser
determinados univocamente a partir de los primeros y segundos momentos
de los operadores x; y p;. Es decir que, dadas esas condiciones iniciales, para
especificar completamente el estado del sistema en un tiempo arbitrario solo
es necesario dar los valores medios:

(R:) = Tr(psk;) (2.31)

y la matriz de covarianza o, cuyos elementos son:
1
oy = Cov (R, Ry) = S (1R, B}) — (Ri)(R) (2.32)

donde R es un vector que agrupa los operadores de posicion y momento
de cada oscilador R = (z1,p1, Z2,p2). Si se elige el estado inicial pg(0) de
forma que los valores medios sean nulos?, entonces seran nulos para todo
tiempo. Por lo tanto sbélo es necesario especificar la matriz de covarianza
cuyos elementos se reducen a o;; = $({R;, R;}). A partir de esta matriz
podra calcularse cualquier medida de correlaciones entre los osciladores 1 y
2, como por ejemplo la informacion mutua, el entrelazamiento o la discordia
(ver capitulos 3, 4y 5).

Se pueden encontrar las ecuaciones de evolucién para los elementos de
la matriz de covarianza a partir de la ecuaciéon maestra y por lo tanto, de
la misma forma que en la seccion 2.2.1, los valores asintoticos. El célculo
detallado se encuentra en el apéndice A. Para cualquier estado inicial pg(0),

3Debido a que los hamiltonianos considerados son cuadraticos en los operados posicién
y momento o, equivalentemente, en los operadores de creacion y destruccion.
4Con esta eleccién no se pierde generalidad en lo que respecta a las correlaciones.
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la matriz de covarianza del estado asintotico para los modos +/— es:

(Azy)?

oa(t) = (Apy)* - (2.33)

El primer bloque de 2x2 sobre la diagonal es la matriz de covarianza del modo
+ que, como se ve en las ecuaciones 2.19 y 2.23, no presenta correlaciones
entre z v py. El segundo bloque de la diagonal es la matriz de covarianza
del modo —, y corresponde a la evolucion libre de una matriz de covarianza

diagonal <(AI‘)2 (Ap )2 ) Los coeficientes a(t), b(t) y c(t) son:

a(t) = cos?(w_t)(Az_)? + sin®(w_t) ( Ap_ )2

b(t) = (m_w_Ax_)*sin*(w_t) + (Ap,)Q;OS;(w,t) (2.34)

c(t) = cos(w_t) sin(w_t) ((AP)Q — mw(Ax)2)

m_w_

El bloque fuera de la diagonal es nulo, lo que indica que en el estado asinto-
tico los modos + y — estan descorrelacionados. Esto tiene sentido ya que el
modo — evoluciona libremente mientras que el modo + es perturbado por el
entorno, destruyendo todas las correlaciones que pudieran existir inicialmen-
te . Las dispersiones Ax, y Ap, estdn completamente determinadas por los
parametros del entorno (ecuaciones 2.19 y 2.23). Por lo tanto, el anico rastro
del estado inicial existente en el estado asintotico se encuentra en la matriz
de covarianza del modo — a través de las dispersiones Az_ y Ap_.

Realizando el cambio de base a los modos 1/2 se obtiene la siguiente
matriz de covarianza:

012 = (,;Jql* g) =

Az +alt)  elt)  (Aw—alt)  —()
e @pPab) =) (Ap)?—b(0)
(Avs)—alt)  —elt)  (Aeu)?ta c(t)

Sot)  (Ap)?—b(t)  ct)  (Apa)t+bit)

(2.35)

El primer bloque de 2 x 2 sobre la diagonal, a, es la matriz de covarianza
para el modo 1, mientras que 3 es la matriz de covarianza para el modo 2 y
~ contiene las correlaciones entre los dos modos. Se tiene que o« = 3, es decir
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que el estado es simétrico con respecto a los modos 1 y 2, lo cual es una con-
secuencia de que ambos interactian de la misma forma con el entorno. Gran
parte del trabajo realizado consistié en investigar las correlaciones cuénti-
cas contenidas por un estado de este tipo en funcién de los parametros del
entorno como por ejemplo la temperatura y la densidad espectral, y de las
condiciones iniciales del sistema.

2.5. Simulacién numérica

Aqui se dan algunos detalles del método utilizado para obtener los resul-
tados numéricos que se muestran en los capitulos 6. Si bien el interés principal
es la dinamica del sistema, dejando de lado el entorno, el método utilizado
consiste en resolver la evolucién temporal conjunta del sistema y el entorno.
Esto resulta sencillo si se considera que el entorno esta formado por una can-
tidad finita N de osciladores armonicos, ya que todo lo que hay que hacer es
resolver la evolucion de un sistema de N + 2 osciladores.

La densidad espectral 2.25 describe un entorno formado por infinitos os-
ciladores con una distribucion continua de frecuencias hasta una frecuencia
de corte A. Para simular un entorno de este tipo con uno discreto se divide
el continuo de osciladores en N ‘bandas’ de frecuencias de ancho dw = A/N
y centradas en w, = %w 4+ néw conn = 0,1,2---N — 1, y se asocia cada
banda con uno de los osciladores del entorno discreto. Las constantes de aco-
plamiento efectivas para cada banda se obtienen a partir de las ecuaciones
2.25 y 2.16 de la siguiente forma:

C2 Wwn+ow/2
= / J(w)dw (2.36)

2mnwn Wwp—0w/2

El sistema de M = N + 2 osciladores armoénicos con interacciones lineales
arbitrarias tanto en posicién como en momento® tiene un hamiltoniano con
la siguiente forma:

H= % (P"M™'P + Q"VQ) (2.37)

donde Q = (q1,q2, -+ ,qu) ¥ P = (p1,p2, -+ ,par) son vectores que agrupan
las posiciones y momentos de todos los osciladores. Las matrices M~ y V son

matrices reales y simétricas que incluyen la informacién sobre las masas y
frecuencias naturales de cada oscilador y las interacciones entre ellos. Existe
una transformacion de coordenadas A que lleva a las coordenadas normales

5 Aunque no se admiten interacciones entre posicién y momento.
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i = A71Q en funcién de las cuales el hamiltoniano es®:

1, ..
H == (iq"n+7"Wi) (2.38)

[\]

donde W es una matriz diagonal que contiene el cuadrado de las frecuencias
Wy, de cada modo normal. Cada modo normal evoluciona independientemente
y por lo tanto la matriz de covarianza de las coordenadas normales a tiempo
t es:

a'(t) = E(t)a'(0)E(t)" (2.39)
donde ¥'(0) es la matriz de covarianza en el estado inicial y E(t) es la evolu-
cion libre:

B = cos(Wit) WLkSin(Wkt)
E(t) = kG? (—VV;C sin(Wit)  cos(Wyt) ) (240)

La matriz de covarianza de las coordenadas originales Q) y P se obtiene
aplicando la transformacion A.

Esta forma de simular un entorno de infinitos osciladores mediante uno
discreto fue utilizada en trabajos anteriores donde se verifico que los resul-
tados obtenidos reproducen aquellos que se obtienen a partir de la evolucion
reducida para el sistema dada por la ecuacion maestra exacta|7|. Este méto-
do tiene ademés la ventaja de que como también se resuelve la evolucion del
entorno es posible calcular las correlaciones entre el sistema y cada oscilador
del entorno.

Su limitacion principal es que s6lo se puede simular la evolucion hasta
un tiempo de recurrencia de Poincaré del orden de Tp = 27éw ™", que seria
infinito si el entorno estuviera formado por un continuo de osciladores. Por
ejemplo para un entorno super-6hmico formado por N = 300 osciladores con
parametros n = 3, A = 20, 79 = 0,1 y un sistema con frecuencia natural
Q = 1, el tiempo de Poincaré es Tp ~ v~1/30, siendo y~! el tiempo que
tarda el sistema en alcanzar el equilibrio. Por lo tanto no es posible simular
la evoluciéon hasta que se alcanza el estado de equilibrio, para lo cual se
necesitaria modelar el entorno con mas de 9000 osciladores, lo que no resulta
practico debido al tamano de las matrices involucradas.

Estos métodos fueron implementados en Python mediante los médulos
SciPy y NumPy|[16].

5Todas las magnitudes estan adimensionalizadas
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Capitulo 3

Elementos de teoria de la
informacion

En este capitulo se presentan los elementos bésicos de la teoria de la infor-
macioén, ya que estos son utilizados en la definicion de la discordia. En primer
lugar se daran las definiciones y propiedades mas importantes para sistemas
clasicos y luego se discutira su generalizaciéon para sistemas cuanticos.

3.1. Sistemas clasicos

El elemento central de la teoria de la informacion es la entropia. FEs-
ta se puede interpretar como una medida de la incerteza asociada con una
variable aleatoria o, en particular, con un sistema fisico. Equivalentemente
puede decirse que mide la cantidad de informaciéon que se gana, en pro-
medio, al conocer el valor de la variable aleatoria. Existen muchas magni-
tudes entropicas|[17]. Aqui se utiliza la entropia de Shannon|[18|, que es la
unica que satisface ciertas propiedades importantes como la aditividad y
subaditividad[17], y que ademads tiene una interpretacion operacional clara
como una medida de los recursos fisicos necesarios para almacenar informacion[19].

3.1.1. Entropia de Shannon

Dada una variable aleatoria X con una distribucién de probabilidad p,
la entropia de Shannon es:

donde se considera 0 log(0) = 0. Si se toma el logaritmo en base 2 entonces
la entropia se expresa en bits. Sin embargo a lo largo de todo este informe
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se utiliza el logaritmo natural. A partir de la definicion se ve que H(X) > 0,
valiendo la igualdad si y sélo si la variable X s6lo toma un tnico valor.
Ademés, puede probarse que H(X) < log(d) si d es el nimero de posibles
resultados de la variable X. El valor méaximo log(d) se alcanza solo para la
distribuciéon uniforme p, = é. Todas estas afirmaciones estan en acuerdo con
la interpretacion de la entropia H(X') como una medida de la incerteza en la
variable X.

La extension para sistemas de varias variables es trivial. Por ejemplo, si
se tienen dos variables X e Y con distribucién conjunta p,,, su entropia es:

HX,Y) = =5 puy log(pay) (3.2)

En este caso, una propiedad importante de la entropia de Shannon es la
subaditividad:
H(X,)Y)<HX)+ H(Y) (3.3)

Donde H(X) y H(Y) son las entropias asociadas a la distribuciones p, =
Zy Pay ¥ Py = Y, Pay, Tespectivamente. Puede probarse que la igualdad vale
si y solo si las variables X e Y son independientes, es decir, p,, = p,p,. Esta
propiedad indica que la entropia de las variables X e Y siempre es mayor
si son consideradas por separado, sin tener en cuenta las correlaciones entre
ellas.

Otra propiedad importante, que resulta obvia para sistemas clésicos, es:

H(X) < H(X,Y) (3.4)

que simplemente afirma que la incerteza total sobre dos variables X e Y no
puede ser menor que la incerteza sobre solo una de ellas. Como se verd mas
adelante, la entropia para sistemas cuanticos no cumple esta propiedad.

3.1.2. Entropia condicional

Para un sistema de dos variables X e Y, la entropia condicional de X
dado que se conoce el valor de Y es:

H(X|Y)=H(X,Y)— H(Y) (3.5)

A la incerteza total sobre ambas variables se le descuenta la informacion
que se gana al conocer Y. Lo que resta es la informacién que se ganaria al
medir X, luego de haber medido Y. Como H(Y) < H(X,Y) se tiene que
H(X|Y)>0.
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A partir de la subaditividad, ecuaciéon 3.3, se deduce que H(X|Y) <
H(X), donde la igualdad vale solo si X e Y son independientes. El significado
es claro: si las variables no son independientes, sino que estan correlacionadas,
entonces al medir la variable Y se aprende algo sobre X, y por lo tanto la
incerteza restante tiene que ser menor que la incerteza total de la variable
X.

Usando las definiciones anteriores y el teorema de Bayes puede probarse
que:

HX|Y) =) p, HX|Y =y) (3.6)

donde H(X|Y = y) es la entropfa asociada a la distribucion p,, = %y, que es
la distribucién de probabilidad de X condicional a un determinado resultado
de Y. En esta forma se ve claramente que H(X|Y) es la entropia promedio
de la variable X luego de medir Y.

3.1.3. Informacién mutua

Esta es la cantidad més importante para este trabajo. Es una medida de
la informacién que tienen en comin las variables X e Y, es decir una medida
de sus correlaciones. Se define asi:

H(X:Y)=H(X) - H(X|Y)
= H(Y) - H(Y|X) (3.7)
= H(X)+H(Y) - H(X,Y)

Donde se us6 la definicion de la entropia condicional. Como H(X|Y) < H(X)
vale que H(X :Y) > 0, anulandose sélo si las variables son independientes.

Si las variables estdan completamente correlacionadas, esto es cuando Y
es una funcion de X, entonces vale H(X,Y) = H(X) = H(Y) y por lo tanto
H(X :Y)=H(X,Y). Esto refleja el hecho de que X e Y comparten toda la
informacion disponible. En general vale que H(X : Y) < min{H(X), H(Y)}.
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3.2. Sistemas cuanticos

La descripcion de las propiedades estadisticas de un sistema cuantico esta
dada por la matriz densidad, en lugar de por una distribucién de probabilidad
como en sistemas clésicos. A partir de la matriz densidad se puede calcular
las probabilidades para los posibles resultados de cualquier mediciéon que se
realice sobre el sistema. Si p es la matriz densidad que representa el estado
del sistema y se realiza una medicion representada por los operadores {M,, },
entonces:

Pm = Tr(M},pMy,) (3.8)

es la probabilidad de obtener el resultado m. En principio, se puede utilizar
la entropia de Shannon para cuantificar la incerteza que se tiene acerca del
resultado de la medicion:

Hia,y (p) == pm 10g(pm) (3.9)

Claramente esta cantidad depende no sélo del estado del sistema sino tam-
bién de la mediciéon que se realice. Se define como entropia del sistema al
minimo valor que toma 3.9 sobre todas las posibles mediciones {M,,}. Se
puede probar que la mediciéon que minimiza la entropia corresponde a medir
en la base de autoestados del operador densidad|20]. Por lo tanto, para esa
medicion, las probabilidades p,, coinciden con los autovalores de la matriz
densidad.

3.2.1. Entropia de Von Neummann

La discusion anterior lleva a la siguiente definiciéon de la entropfia para un
estado cuantico p:

S(p) == Anlog(n)

= —Tr(plog(p))

(3.10)

donde {\,} son los autovalores de la matriz densidad. Analogamente a la
entropia de Shannon, se tiene 0 < S(p) < log(d) donde d es la dimension del
espacio de Hilbert. La entropia se anula s6lo para estados puros y alcanza el
valor méaximo log(d) solo para el estado p = 1/d.

En sistemas bipartitos la entropia de Von Neummann también es subadi-
tiva:

S(p) < S(pa) +5(ps) (3.11)
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Donde p es la matriz densidad del sistema global, formado por dos subsis-
temas A y B cuyas matrices densidad son ps = Trg(p) y pg = Tra(p),
respectivamente. La igualdad en la propiedad anterior, la condiciéon de aditi-
wdad, se satisface solamente para estados producto p = p4 ® pp.

A diferencia de la entropia de Shannon, la entropia de Von Neummann no
verifica que S(pa) < S(p). Es decir, la incerteza sobre una parte de un sistema
puede ser mayor que la incerteza total. Para estados puros, esto sucedera si el
estado global es entrelazado, como se discute en el capitulo siguiente. Una vez
definida la entropia para un estado cuantico, las definiciones para la entropia
condicional e informaciéon mutua se extienden trivialmente:

Entropia condicional:
S(A|B) = S(A,B) — S(B) (3.12)
Informacién mutua:

S(A: B) = S(A) — S(A|B)
— S(B) — S(B|A) (3.13)
S(A) + S(B) — S(A, B)

Donde por comodidad se utiliza la siguiente notacion:
S(A,B) = S(p) S(A)=S(pa) S(B) = S(ps) (3.14)

Una propiedad importante de la entropia es la concavidad, segtn la cual:

S (Zm) > ZpiS(p» (3.15)

donde {p;} es una distribucion de probabilidad y p; son distintos estados. Es
decir esta propiedad expresa que al mezclar estadisticamente los estados p;
la entropia solo puede aumentar, con respecto al promedio de las entropias
de los estados que interviene en la mezcla. La condiciéon de igualdad solo vale
cuando todas las matrices p; son las mismas. La entropia condicional también
es concava en el estado global, es decir, si se considera un estado bipartito

paB = Y_; pipyp entonces:

S(A|B)PAB > ZpiS(A|B)piAB (3'16)
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Capitulo 4

Correlaciones Cuanticas

En este capitulo se desarrollan los conceptos que serédn utilizados luego
para cuantificar el grado de correlaciones no-clasicas entre las distintas partes
de un sistema. Para comenzar, por claridad, se hard un breve repaso de la
forma en que se representan los estados de un sistema compuesto, con énfasis
en sistemas bipartitos. Luego se presentara el concepto de entrelazamiento,
junto con una de las formas de detectarlo y cuantificarlo. Por tltimo se tratara
una medida de correlaciones més general, sobre la que se centra este trabajo:
la discordia cudntica.

4.1. Sistemas cuanticos compuestos

Dado un sistema S formado por dos subsistemas A y B, se puede expresar
el estado de S a partir de los posibles estados para A y B. Si H 4 es el espacio
de Hilbert asociado a A y Hp el asociado a B, entonces el espacio de Hilbert
correspondiente a S es el producto tensorial Hg = Ha ® Hp.

Cuando los subsistemas son preparados independientemente el estado glo-
bal esta representado por la matriz densidad pg = pa ® pp donde ps y pp
son las matrices densidad de cada subsistema. Los estados de este tipo se de-
nominan ‘estados producto’ y para ellos los subsistemas A y B se encuentran
descorrelacionados: la probabilidad de obtener un determinado resultado en
una medicion sobre A es independiente del resultado de cualquier medicion
sobre B.

Un estado global pg se dice ‘separable’ si acepta la siguiente descomposi-
cion:

ps = _ Pk @ ply (4.1)
k

donde p¥ y p% son posibles matrices densidad para los subsistemas A y B,
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y pi son nimeros reales positivos tales que ), pr, = 1. Es decir, un estado
global del sistema bipartito serd separable si puede ser obtenido como una
mezcla estadistica de estados producto p¥ ® p%. En otras palabras, los esta-
dos separables son aquellos que pueden ser preparados mediante operaciones
locales y comunicacion clasica.

Resulta conveniente para familiarizarse con estos conceptos reducirlos
al caso donde el estado global del sistema es puro, es decir, cuando pg =
|6s)(bs|, para algin vector |¢ps) € Hg. En este caso el estado global sera
separable si y solo si es un estado producto |ps) = |a) ® |b) = |a)|b), con
la) € Hay |b) € Hp. Sin embargo, no todo estado global se corresponde con
un estado producto. Por ejemplo, si consideramos el siguiente estado global
para un sistema de dos qubits:

_ 10)[0) + ID)[1)

no existe ningun par de estados |a) y |b) para un qubit tal que |pg) = |a)|b).
Es decir, aunque el estado global es puro, no se puede asociar un estado puro
a ninguno de los subsistemas. Solamente el par de qubits tiene un estado
definido, en el cual los dos subsistemas se encuentran correlacionados: si
se realiza una medicion en la base {|0),|1)} sobre alguno de los qubits se
obtendran ambos resultados con probabilidad 1/2, pero si se obtiene 0 al
medir el primer qubit, se obtiene 0 al medir el segundo y lo mismo ocurre si
se obtiene 1.

A los estados que no son separables, es decir que no se pueden descom-
poner como en la ecuaciéon 4.1, se los denomina ‘entrelazados’.

4.2. Entrelazamiento

A partir de la famosa paradoja EPR|21]| y de las posteriores desigualda-
des de Bell|22] qued6 en evidencia que el entrelazamiento, la posibilidad de
que sistemas cuanticos estén en estados no separables, era una de las carac-
teristicas mas extranas de la mecénica cuantica. Hoy en dia, con el desarrollo
de sistemas de comunicaciéon cuéntica y computacion cuantica, el entrelaza-
miento se considera un recurso a partir del cual se pueden realizar tareas que
no es posible realizar con sistemas clasicos. Por estas razones se ha dedicado
mucho trabajo a investigar formas de caracterizar y medir el entrelazamiento,
el grado de ‘no separabilidad’ de un estado cuantico. Aqui solo se presentan
dos de estas formas.
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4.2.1. Entropia de entrelazamiento

Esta cantidad sirve como una medida del entrelazamiento cuando el esta-
do global del sistema es puro. Esta basada en el hecho de que cuanticamente
la entropia de una parte del sistema puede ser mayor que la entropia global.

Si se considera un sistema S, formado por los subsistemas A y B, prepa-
rado en un estado puro |¢g), entonces por el teorema de descomposicion de
Schmidt se tiene:

[65) = D Xiloa)0) (43)

para ciertos estados |¢) v |¢%) de los sistemas A y B, y ciertos coeficientes
A; > 0. El ntimero d se llama nimero de Schmidt y no puede ser mayor
que las dimensiones de los espacios de Hilbert de A y B. A partir de esta
descomposicién de un estado puro se pueden obtener las matrices densidad
de ambos subsistemas:

TEDIPHEAA (4.4
b = 3 Nloip) (03 (45

Se ve que los autovalores de la matrices densidad de ambos subsistemas son
los mismos y coinciden con los coeficientes A?. Por lo tanto S(A) = S(B).

Si el estado global, ademas de ser puro, es separable, entonces el ntimero
de Schmidt es 1 y los estados reducidos de A y B también son puros. En
consecuencia S(A) = S(B) = 0. Si el estado no es separable entonces el
nimero de Schmidt sera mayor que 1 y S(A) = S(B) > 0. Por lo tanto
es razonable tomar esta entropia como medida de no-separabilidad. Asi, se
define la entropia de entrelazamiento como:

E(l65) = S(pa) = S(pg) = = Y Atlog(3) (4.6

Notar que como la entropia del sistema conjunto S(A, B) es nula pues
el estado global es puro, la entropia condicional es S(A|B) = S(A, B) —
S(B) = =S(B) < 0. Es decir, los estados puros entrelazados tienen entropia
condicional negativa, lo cual es imposible en sistemas clésicos.

4.2.2. Criterio Peres-Horodecki

Este criterio, introducido por Peres en 1996[23|, consiste en una condi-
cion necesaria para la separabilidad del estado de un sistema bipartito y a
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diferencia de la entropia de entrelazamiento no esta restringido a estados
puros.

Su derivacion es sencilla. Si el estado de un sistema bipartito S es separable
entonces su matriz densidad acepta la descomposicion 4.1:

ps = Zpk: Pl © plp (4.7)
K

. . T . .
Se considera la matriz p¢® que resulta de transponer parcialmente la matriz
anterior, con respecto a alguno de los subsistemas.

P = miph® ()" (4.8)
k

En este caso la transposicion parcial es con respecto al subsistema B. Como
las matrices p¥ son matrices hermiticas positivas y de traza 1, la matrices
()T también lo son. En consecuencia la matriz p5? es una matriz densidad
valida para el sistema S y en consecuencia todos sus autovalores deben ser
positivos.

Por lo tanto el criterio para detectar entrelazamiento es el siguiente. Si
se tiene una matriz densidad arbitraria p cuyos elementos en una base de
estados producto {|ga)|ag)} son pumunw, se considera la matriz p’® cuyos
elementos son:

e = P (4.9)
es decir la transposicion parcial de p con respecto al subsistema B. Si los
autovalores de esta nueva matriz no son todos positivos, entonces el estado
descripto por p es entrelazado.

En principio la condicién de separabilidad es s6lo necesaria, no suficiente:
si el estado es separable entonces la matriz transpuesta parcial tiene todos
sus autovalores positivos, pero en general la implicaciéon inversa no es cierta.
Sin embargo, en el caso de sistemas bipartitos cuya dimensiéon es 2 x 2 y
2 x 3 se puede probar que la condicién de separabilidad es necesaria y sufi-
ciente. Ademés, esta condicion también resulta suficiente para la familia de
estados Gaussianos de dos modos bosonicos[24], por lo que es relevante en
este trabajo.

4.2.3. Negatividad logaritmica

La negatividad logaritmica es una medida de entrelazamiento basada en
el criterio anterior. Cuantifica cuan negativo es el espectro de autovalores de
la matriz densidad ante la transposicion parcial. Se define como:

En(p) = log(llp"]) (4.10)
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donde ||o|| = Tr(Vofo) = 3 ||, siendo A, los autovalores de o. Si todos
los autovalores de p™2 son positivos entonces ||p’2|| = 1y Ex(p) = 0, pero
si uno o més autovalores son negativos entonces Ex(p) = log(1+ 23", |\
donde la suma es sobre todos los autovalores negativos de p’2. Se puede
probar que la negatividad logaritmica es una funcién monétona del entrela-
zamiento, es decir que verifica ciertos postulados béasicos relacionados con las
propiedades de estados no separables|25].

4.3. Discordia

Hasta hace pocos anos atras se consideraba que los estados separables
presentaban correlaciones totalmente clésicas, en el sentido de que podian
ser preparados mediante operaciones locales y comunicacion clasica(LOCC)
entre las distintas partes|25|. Esta idea estaba sostenida por el hecho de que
los modelos de computaciéon cuantica desarrollados usaban estados entrela-
zados para poder realizar tareas que era imposible realizar clasicamente de
forma eficiente[4]. Sin embargo, también se desarrollaron otros modelos de
computacion cuantica en los que no se utilizaban estados entrelazados y que,
si bien eran menos poderosos que los anteriores para ciertas tareas, también
podian resolver eficientemente problemas para los que no se conocian algorit-
mos clésicos eficientes|5, 26]. Esto llevo a la idea de que los estados separables
debian contener algin tipo de correlaciones no-clésicas.

En el ano 2001 Ollivier y Zurek, simultdnea e independientemente con
Henderson y Vedral, definieron una nueva medida de las correlaciones no-
clasicas existentes en un sistema cuéntico[l, 27|. Esta medida se llamo ‘dis-
cordia’ y se mostré que efectivamente para estados separables la discordia no
era necesariamente nula. Es decir, estados separables, no entrelazados, pue-
den contener correlaciones cudnticas. En otras palabras, la separabilidad de
un estado no implica clasicalidad. A continuaciéon se explica la definicion de
la discordia y mas adelante se discuten sus propiedades.

4.3.1. Definicion

El plan para la definicion de la discordia es sencillo. Dado el estado de
un sistema bipartito, si se tiene: (a) una medida de las correlaciones totales
existentes entre las partes del sistema y (b) una medida de las correlaciones
‘clasicas’; y si esas medidas son comparables, entonces se puede tomar como
una medida de las correlaciones no-clasicas a la diferencia entre ellas. Con
esta idea, si las correlaciones totales son Ir y las correlaciones clasicas son
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I, la discordia D seria:
D=1Ir—1I¢ (4.11)

A continuacion se detalla como se calculan I e I.

Correlaciones totales

Se considera un sistema bipartito S, constituido por los subsistemas A y
B, preparado en un estado cuya matriz densidad es pg. La informaciéon mutua
definida a partir de la entropia de Von Neummann cuantifica las correlaciones
totales existentes entre A y B:

Ir(A: B) = S(A: B) = S(A) — S(A|B)
S(B) — S(B|A) (4.12)
S(A) + S(B) — S(A, B)

donde se utiliza la notacion del capitulo anterior, ecuacion 3.14. Esta medida
de correlaciones no distingue entre las que tienen un origen puramente cuan-
tico, como las que ocurren en estados puros entrelazados, y las que ocurren
por la simple mezcla estadistica de estados producto.

Correlaciones clasicas

Este punto no es tan directo como el anterior. Para empezar es necesario
aclarar qué se entiende por correlaciones clasicas. Aqui se consideran corre-
laciones clasicas a las que pueden ser obtenidas por medio de mediciones
locales sobre los subsistemas A y B.

Si se realiza una medicion descripta por los proyectores M, sobre uno
de los subsistemas, por ejemplo el sistema B, la probabilidad de obtener el
resultado m es:

Pm = Tr(11} ps I17) (4.13)

donde 112 = 1 ® M,,. El estado del sistema A luego de haber obtenido el
resultado m en la medicion sobre B es:

1
PAjm = p—TTB(Hfé ps I15) (4.14)

m

Entonces, en el espiritu de la ecuacion 3.6, se puede definir la entropia con-
dicional del subsistema A, dado que se realiz6 la medicion {M,,} sobre B,
como:

S(A|B) i,y = meS(pA|m) (4.15)
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que es la entropia promedio sobre A luego de haber hecho la medicion {M,, }
sobre B. Esta magnitud depende de la medicion {M,, } y en general es mayor
a la entropia condicional S(A|B) = S(A,B) — S(B) ya que esta no esta
restringida a ninguna mediciéon. Una vez definida una entropia condicional
‘local’; se define la informacién mutua correspondiente como:

Ic(A: B)u,y = S(A) — S(AIB) (. (4.16)
El subindice C indica que esta informaciéon mutua sélo cuantifica aquellas
correlaciones que se pueden obtener por medio de mediciones locales.
Discordia

Como se adelanto, la discordia es la diferencia entre la informacién mutua
total y la informaciéon mutua que se obtiene al realizar una medicién sobre
el subsistema B:

D(A: By, = Ir(A: B) ~ Io(A: B)u, (4.17)

La flecha en B indica que la medicién es realizada sobre el sistema B. Utili-
zando las definiciones anteriores para Io e I se obtiene:

D(A: B)as,y = S(B) — S(A, B) + S(A|B)ary (4.18)

Claramente esta expresion depende no sélo del estado global pg sino también
de la medicion {M,,}. Para obtener una cantidad que dependa solamente del

estado del sistema se puede minimizar la discordia sobre todas las mediciones
posibles {M,, }:

D(A: B) = S(B) — S(A,B) + min S(AIB)as, ) (4.19)

Es decir considerar la mediciéon que minimiza la incerteza de A, o en otras
palabras, maximiza la informacion mutua Ic(A : B)ay,,}. Esta tltima expre-
sion es la que se utiliza en el resto del trabajo. A continuacién se discuten
las propiedades bésicas de la discordia y su interpretacion.

4.3.2. Propiedades
Positividad y asimetria

La discordia es siempre mayor o igual que cero. Esto resulta intuitivo si se
asume que la informacién mutua tiene que decrecer al restringirse solamente
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a mediciones locales. La demostracion formal se muestra en el teorema 1 del
apéndice B.

Por otro lado, es necesario resaltar que la discordia no es simétrica con
respecto a los subsistemas, ya que las mediciones se realizan sobre sélo uno
de ellos.

Condiciones para discordia nula

Si se realiza la medicion {M,,} sobre el subsistema B, y no se registra el
resultado, el estado del sistema luego de la medicion es:

pst =) T ps T (4.20)

donde T2 = 1® M,, y ps es el estado anterior a la mediciéon. Puede probarse
que la discordia se anula si y solo si existe una medicion {M,,} tal que:

ps=ps =Y I ps I}, (4.21)

Es decir, para un estado pg la discordia se anula si y s6lo si existe una me-
dicién local tal que el estado no es perturbado por esa mediciéon. En esas
condiciones, toda la informaciéon comin entre los dos subsistemas puede ser
revelada mediante la medicion {M,,} sobre B y mediciones sobre A condicio-
nadas al resultado de la medicion en B. Ademaés, esto no modifica la matriz
densidad para un observador que no esta al tanto de las mediciones. Estas
caracteristicas del estado, la insensibilidad ante mediciones locales y la obje-
tividad, pueden ser consideradas como requisitos bésicos de clasicalidad. Por
lo tanto, la discordia es una medida de las correlaciones contenidas en un es-
tado que no pueden ser accedidas cldsicamente, esto es, mediante mediciones
locales y sin perturbar el estado del sistema.

Correlaciones cuanticas en estados separables

A partir de la propiedad anterior es facil ver que en general los estados
separables tienen discordia no nula. Si pg es un estado separable:

ps = v plh @ pl; (4.22)
k

Segun lo anterior la discordia B(A : B) de este estado sera nula si y solo si
existe alguna medicion local sobre B que no lo perturbe. Sin embargo, esto
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sucedera tinicamente si todas las matrices p% que intervienen en la descom-
posicion 4.22 son diagonales en una misma base. De otra forma el estado seré
modificado por cualquier medicién sobre B. Quizés el ejemplo méas sencillo
de esta situacion sea el de considerar un sistema de dos qubits en el siguiente
estado:

ps=35 (DOl )OD) + 5 (e DED  (@23)

donde {]0),|1)} es una base ortogonal y |+) = \%(|O> + [1)). Este estado
claramente puede ser preparado mediante operaciones locales y comunica-
cion clasica: en el laboratorio A se prepara aleatoriamente el estado |0) o el
estado |+), con probabilidad 1/2 cada uno; mediante comunicacion clasica
se informa cuél estado fue preparado al laboratorio B, y en este laboratorio
se prepara el mismo estado que en A. Por lo tanto no se trata de un estado
entrelazado. Como los estados |0) y [4+) no son ortogonales, no pueden ser
distinguidos por ninguna medicién y por lo tanto cualquier medicién sobre
A o sobre B perturba el estado del sistema. En consecuencia la discordia de
este estado no es nula.

Discordia para estados puros entrelazados

La discordia también tiene en cuenta las correlaciones debidas al entre-
lazamiento. Esto puede verse facilmente para estados globales puros entre-
lazados |¢g) a partir de la descomposicion de Schmidt 4.3. Si se realiza una
medicién proyectiva {M,,} sobre B en una base que contenga los estados
|¢%), entonces el estado del sistema A luego de la medicién es puro, es decir
que su entropia es cero. Por lo tanto la entropia condicional S(A|B)a,.}
también es cero. Ademas S(A, B) = 0 pues el estado global es puro. Por lo

tanto se tiene que B(A, B) = S(B) = E(|¢s)), es decir que la discordia se
reduce a la entropia de entrelazamiento 4.6.

Interpretaciéon operacional y relacién con otros problemas

Si bien la interpretacion de la discordia como medida de las correlaciones
cuénticas es clara, no resulta trivial identificar como esta nueva magnitud esté
relacionada con los recursos necesarios para realizar operaciones en las que
se procesa informacién cuantica. Esta relacion, es decir una interpretacion
operacional para la discordia, fue lograda muy recientemente por A. Winter
et dl en [28], y también por Madhok y Datta en [29]. La operacion en cuestion
se trata del protocolo de ‘state merging’ (SM). Si se tiene un sistema formado
por tres partes distantes A, B, y C en un estado puro |®4p¢), el objetivo del
protocolo es transmitir el estado pa = Trpc(|Papc)(Papcl|) al lugar donde
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se encuentra B. Esto significa obtener un estado |®ppc), donde B’ es un
sistema auxiliar en el laboratorio donde se encuentra B, y que ese nuevo
estado tenga alta fidelidad con el estado original |®4pc), es decir que sea
practicamente el mismo. En [30] se muestra que en el limite asintotico donde
se dispone de n — oo copias del estado | 4p¢), la cantidad minima de qubits
por copia que es necesario transmitir! para realizar esta tarea es justamente
la entropia condicional S(A|B) = S(A, B) — S(B). De forma similiar, en
[28] se muestra que la discordia D(A : C) indica cudl es la cantidad de
pares de Bell que es necesario utilizar en un protocolo SM extendido, donde
ademés del costo en la transmision de la informacion cuéntica de A hacia B
se considera el costo en la creacion del estado inicial pag = Tre(|Pase)).
En [29] también se relaciona la discordia con el protocolo SM, aunque en un
sentido diferente.

Otro resultado importante en cuanto a la aplicacion de la discordia fue
obtenido por Shabani y Lidar en [31]. En este trabajo se mostré que la
evolucién del estado de un sistema que interactia con un entorno, ecuaciéon
2.5, puede ser representada como un mapa completamente positivo si y s6lo
si es nula la discordia entre sistema y entorno en el estado inicial.

1O alternativamente la cantidad de pares de Bell, o ebits, que es necesario utilizar en
un proceso de teleportacion, donde ademas se utiliza comunicacién clasica.
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Capitulo 5

Estados (Gaussianos

Como se discutié en el capitulo 2, en este analisis se utilizan estados
gaussianos debido a que su descripcion es simple y, para los hamiltonianos
considerados, conservan su caracter gaussiano durante la evolucion temporal.
En este capitulo se describen sus propiedades y se detalla como se aplican en
estos estados las medidas de correlaciones descriptas en el capitulo anterior.

5.1. Modos bosodnicos

Se considera un sistema formado por N osciladores armoénicos indepen-
dientes, cuyo hamiltoniano es:

H= i Hy, = f: Fiwy, <a;ak + %) (5.1)

donde wy, es la frecuencia de cada oscilador y aL y ay son los operadores de
creacion y destruccion correspondientes. En el contexto de optica cuantica
cada oscilador representa un modo de oscilacion del campo electromagnético,
y el hamiltoniano anterior representa la energia de N de esos modos en el caso
en el que no interactiian. Los operadores de posicion y momento para cada
oscilador son:

h . hmkwk
Qi = kaw]c(ak—l—a,t) Po=—ig| =5~ (a—a})  (5.2)

donde my, es la masa de cada oscilador. Como los operadores de creacion y
destruccion satisfacen las relaciones de conmutacion bosoénicas [ay, alT] = 0

y lag, @] = [a;tﬁa” = 0 se tiene que [Qk, P] = il y [Qr, Q1] = [Pr, P] = 0.
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También se pueden definir los operadores adimensionales q; y ps:

a al ax —al
Gr = ( k\‘/g k) b = —i( k\/§ k) (5'3)

que satisfacen [Gy, p] = idg;. En funcion de estos operadores el hamiltoniano
de cada modo se escribe en la forma mas familiar:

1, myw?
omy, " 2

hwy, , . .
Q2 = (@ +p}) (5.4)

Hy, 5

En el resto de este capitulo se utilizan unidades naturales (A = 1) y los
operadores adimensionales Gi y P.-

Si se agrupan los 2N operadores en el vector R = (q1, p1, o, Do, -, G, P )T
las relaciones de conmutacion se pueden escribir como [Ry, R;] = i€ siendo
Q) la forma simpléctica:

Q- é@k 0 — {_01 (1)} (5.5)

k=1

5.2. Representaciéon en el espacio de fases

Si p es el estado de un solo modo, la funciéon de Wigner para ese estado
se define como|23]:

1 .
W) =+ [la=rlpla+ ) (5.6

Esta funcién tiene ciertas similitudes con una distribuciéon de probabilidad
sobre el espacio de fases definido por las coordenadas ¢ y p. Por ejemplo
W (q,p) es siempre real y su integral es 1. Ademés describe correctamente las
distribuciones marginales para q y p:

/W(q,p)dp = (qlplq) /W(q,p)dq = (plplp) (5.7)

Sin embargo, para ciertos estados la funcion de Wigner toma valores negati-
vos, por lo que no puede interpretarse como una distribucién de probabilidad.
Atn asi, es 1til para describir cualitativamente como es el estado de un siste-
ma desde el punto de vista del espacio de fases. Ademés da una descripcion
completa del estado, ya que la matriz densidad puede ser obtenida mediante
la transformacién inversa:

+ ! —q L
aloky = [ (5L ) ety (5:5)
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Figura 5.1: Algunos ejemplos de estados gaussianos para un solo modo. (a) estado
fundamental, paquete de minima incerteza centrado en el origen. (b) estado cohe-
rente, resulta de desplazar el estado fundamental. (c) estado térmico, centrado en
el origen pero con una extension mayor al fundamental. (d) estado estrujado en la
coordenada ¢, la dispersién en ¢ es menor que la dispersiéon en p.

La generalizacion para varios modos es trivial. La funcién de Wigner entonces
permite describir un estado arbitrario de un sistema de N modos por medio
de una funcién real de 2N variables, en lugar de operadores que acttian sobre
un espacio vectorial complejo de dimension infinita.

Por definicion, los estados gaussianos son aquellos cuya funcion de Wigner
es gaussiana:

1

(2m)Ny/det(o)

)T

W(X) = e 3(X=) o ! (X—¢) (5.9)

donde X = (q1,p1,q2,D2, .-, qn,PN)" es el vector que agrupa las cuadraturas
gy p de cada modo, & es el vector de valores medios:

& = (Ri) = Tr(pRy) (5.10)
y o es la matriz de covarianza, cuyos elementos son:
O = <%(Rle + RZRk» — <Rk><Rl> (5.11)

Por lo tanto para determinar completamente un estado gaussiano sélo hace
falta dar el valor medio de las cuadraturas y su matriz de covarianza. Gra-
ficamente se pueden representar como un elipsoide en el espacio de fases. El
vector ¢ indica el centro del elipsoide y la matriz o determina la direccion
de sus ejes principales (aquellos en que la matriz es diagonal) y la dispersion
sobre cada uno de ellos. En la figura 5.1 se muestran algunos ejemplos para
un solo modo.

A partir de esta definicion se ve que para estados gaussianos la distri-
bucién de probabilidad marginal para cualquier conjunto de cuadraturas es
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también gaussiana. De la ecuacion 5.8 se sigue que la matriz densidad de
un estado gaussiano es un operador con una dependencia gaussiana en los
operadores ¢ 0, equivalentemente, en los operadores ay y aL.

El hecho de considerar solamente estados gaussianos es una simplifica-
cion muy importante: para especificar completamente un estado arbitrario
de un dnico modo es necesario dar infinitos nimeros complejos, sin embar-
go para caracterizar completamente un estado gaussiano solo hacen falta 6
numeros reales. A pesar de su simplicidad los estados gaussianos son muy
relevantes. Los estados fundamentales y térmicos de hamiltonianos como los
considerados en este trabajo (polinomios de 2% orden en los operadores g,
y Dn) son gaussianos. Ademés estados gaussianos de 2 o méas modos pueden
presentar entrelazamiento y son utilizados experimentalmente para realizar
tareas de informacion cuantica. A continuacion se describen algunas de sus
propiedades matemaéticas.

5.3. Algunas propiedades

5.3.1. Principio de incerteza

No cualquier matriz de covarianza o representa un estado cuantico valido.
Para que esto suceda es necesario que la matriz densidad correspondiente
sea un operador positivo y que las dispersiones en las distintas coordenadas
satisfagan las restricciones dadas por las relaciones de conmutacion entre los
operadores ¢, v p,. Se puede probar que la positividad de la matriz densidad
y las relaciones de conmutaciéon implican que la matriz de covarianza debe
ser tal que:

o+ %Q >0 (5.12)

donde €2 es la matriz definida en 5.5. Esto se aplica a cualquier estado, no
solo a los gaussianos. Para un estado de un modo descorrelacionado, o =
(’61 V02 ), la condicion anterior implica vjvs > 1/4, el principio de incerteza
de Heisenberg. Para un estado de un modo con correlaciones entre p y ¢ la
condicion es det(o) > 1/4, por lo que la ecuacion 5.12 es mas completa que

el principio de incerteza, ya que tiene en cuenta las correlaciones.

5.3.2. Desplazamientos

Estados coherentes como el de la figura 5.1(b) pueden ser obtenidos a
partir del estado fundamental |0) mediante la transformacion unitaria:

W (n) = e @ (5.13)
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Donde 7 es un nimero complejo. El operador W es el operador desplaza-
miento o de Weyl. En el espacio de fases esta transformacion esta represen-
tada por un desplazamiento en los valores medios (G) — (qx) + V2Re(n) y
(pe) — (Pr) + v2Im(n). Como se explica en la seccion 5.5, en un sistema
compuesto las transformaciones unitarias locales no afectan las correlaciones
entre los subsistemas. Como los valores medios siempre pueden ser llevados
a cero mediante desplazamientos locales, toda la informacion sobre las co-
rrelaciones se encuentra contenida en la matriz de covarianza. Por lo tanto
en lo que sigue se supone que los valores medios son nulos y solo se tiene en
cuenta la matriz de covarianza de los estados.

5.3.3. Transformaciones simplécticas

Las transformaciones simplécticas son aquellas transformaciones lineales
S que, actuando por congruencia sobre la forma simpléctica €2, la dejan in-
variante:

Q= 5Tas (5.14)

Se puede ver facilmente que forman un grupo. Estas transformaciones son
relevantes por que representan en el espacio de fases las transformaciones
unitarias en el espacio de Hilbert generadas por polinomios de 2% orden en los
operadores ¢, v P, ¥ estas son el tipo de transformaciones que transforman
estados gaussianos en estados gaussianos. Es decir, si se aplica sobre el estado
p una transformacion unitaria U de ese tipo:

p—p =UpU" (5.15)

entonces existe una matriz simpléctica S tal que los valores medios & (ecua-
cion 5.10) para el estado p’ son:

§'=5¢ (5.16)

siendo ¢ los valores medios para el estado p. Por lo tanto si la matriz de
covarianza correspondiente a p es o, la nueva matriz de covarianza es:

o = SaS” (5.17)

En la representaciéon de Heisenberg la misma relacion lineal 5.16 vale entre
los vectores de operadores R’ y R, y por lo tanto si el estado p es gaussiano
p' también lo es.

Este mapeo entre transformaciones simplécticas en el espacio de fases y
transformaciones unitarias en el espacio de Hilbert, llamada representacion
metapléctica, se demuestra en el apéndice C. Ejemplos importantes de trans-
formaciones que preservan el caracter gaussiano son la evolucion temporal y
el estrujamiento:
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Evolucién temporal

Para los hamiltonianos H considerados, el operador de evolucion temporal
U(t) = e ! es una transformacién unitaria como las consideradas en el
parrafo anterior. Para un tinico modo, evolucionando segtin el hamiltoniano

_ We (A2 4 22 A fots : )

Hy, = “%(q; + py.), la transformacion simpléctica correspondiente es:

E(t) = ( cos(wit) Sin(“”“t)) (5.18)

—sin(wit) cos(wyt)

Es decir una rotacion en el espacio de fases.

Estrujamiento (squeezing)

Estados estrujados de un solo modo como los de la figura 5.1(d) pueden
ser obtenidos a partir de estados térmicos (c¢) aplicando el siguiente operador:

U(r) = es((@)*=(@)?) (5.19)

y su representacion simpléctica es:
E(t) = <% 9) (5.20)

5.3.4. Diagonalizaciéon simpléctica. Invariantes.

Debido a que las matrices de covarianza son simétricas y reales es posi-
ble diagonalizarlas utilizando solamente transformaciones simplécticas. Dada
cualquier matriz de covarianza o de N modos, existe una transformacion
simpléctica S (que no es unica) tal que:

o=S5"vs (5.21)
donde v es una matriz diagonal de la forma:
e 0
_ k
v= k@ (0 Vk) (5.22)

Esto esta garantizado por el teorema de Williamson|7]. Se dice que la matriz
S realiza una diagonalizacion simpléctica y los N ntimeros {1} son los auto-
valores simplécticos de o. Estos pueden ser calculados como los autovalores
usuales de la matriz |iQo|, como se muestra en el apéndice C. La condicion
5.12 implica que v, > 1/2 Vk.
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Una matriz de covarianza (’3c lfl ) se corresponde a un estado térmico,
cuya matriz densidad es:

2 X2y —1\"
= > 5.23

n=0

siendo v, = 1 coth(4%) la relacion entre el autovalor simpléctico y la tem-
peratura (la constante de Boltzmann es k, = 1). Por lo tanto el significado
de la descomposicion anterior es que cualquier estado gaussiano p puede ser
alcanzado(a menos de desplazamientos) mediante operaciones simplécticas a
partir de un estado térmico en donde los distintos modos estan descorrela-
cionados y a distintas temperaturas:

p=U (é pk> Ut (5.24)

donde U es la transformacion unitaria correspondiente a S.

Una matriz de covarianza general de N modos puede ser dividida en N2
bloques de 2 x 2 de forma que cada bloque sea o bien la matriz de covarianza
reducida de un solo modo o bien la matriz que contiene las correlaciones entre
un par de modos. Se puede probar que ante transformaciones simplécticas
globales la suma de los determinantes de los bloques es invariante y por lo
tanto se puede calcular a partir de los autovalores simplécticos como:

Alo)=> 1} (5.25)

Ademas, como el determinante de cualquier transformacion simpléctica es 1,

el determinante de o: v

det(o) = [[ v (5.26)

k=1

también es invariante.

5.3.5. Entropia

La entropia de un estado gaussiano general dado por la matriz densidad
es:
N N
s01-5(u(@n) ) -5 (@) 537
k=1 k=1
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donde se us6 la descomposicion en estados térmicos 5.24 y el hecho de que
como las transformaciones unitarias no cambian los autovalores de la matriz
densidad, dejan la entropia global invariante. La entropia de estados produc-
tos es aditiva y por lo tanto:
N N N
0)-5(@n) - X =Y 629
k=1 k=

k=1 1

donde f(vy) es la entropia de un solo modo con autovalor simpléctico v:
f(z)=(x+1/2)log(x+1/2)+ (z — 1/2)log (x — 1/2) (5.29)

como puede calcularse facilmente a partir de la matriz densidad 5.23.

5.4. Mediciones gaussianas y 6ptica cuantica

Si se realiza una medicién sobre un estado gaussiano en general el estado
luego de la medicién no serd gaussiano. Esto sucede por ejemplo si se mi-
de en la base de estados de Fock, es decir si se hace conteo de fotones. En
esta seccion se estudian cuéles son los tipos de mediciones que mantienen
invariante el caracter gaussiano de los estados. El conjunto completo de ope-
raciones gaussianas, es decir todos aquellos procesos fisicos que transforman
estados gaussianos en estados gaussianos, incluyendo pero sin restringirse a
mediciones, fue caracterizado en [32]. En términos de 6ptica cuantica estas
son las operaciones que pueden ser implementadas mediante divisores de haz,
laminas de onda, cristales con respuesta cuadratica, deteccion homodina y
modos auxiliares preparados en estados gaussianos.

5.4.1. Deteccion homodina

La mediciones gaussianas més sencillas corresponden a mediciones pro-
yectivas en la base de autoestados de ¢ o p, o de alguna cuadratura general
q'(0) = cos(¢)G + sen(¢)p. Esto es facil de ver ya que si, por ejemplo, se
mide el observable ¢, el estado luego de la medicion es un estado con posi-
cion definida, que puede ser obtenido como el limite de un estado gaussiano
donde la dispersion en posicion tiende a cero, es decir como un estado infi-
nitamente estrujado. En 6ptica cuantica este tipo de mediciones pueden ser
implementadas mediante la técnica de deteccion homodina balanceada|33].
En ese contexto cada oscilador armonico representa un tnico modo espacial

del campo electromagnético. Por ejemplo cada una de las componentes del

43



Deiesor2] L \

A 02

\
L4

Detector 1

QW
@

ay

I

Figura 5.2: Esquema de la deteccion homodina balanceada. El modo que se
desea medir es combinado con un ‘oscilador local” de la misma frecuencia en
un divisor de haz. Luego se mide la intensidad de los dos modos de salida.

campo eléctrico en un solo modo espacial se asocia con un operador de la
forma:

EA(f’ t) =& (a piwt=km) | ot efi(wtflg.f))

(5.30)
=2& (¢ cos(wt — k.7) — p sin(wt — k.F))
Donde a es el operador de destruccion asociado al campo. El campo eléctrico
E , es decir las cuadraturas ¢ y p, no se pueden medir directamente ya que
en general los detectores responden a la intensidad del campo, la cual esté
relacionada con el operador nimero de fotones N = a'a. La detecciéon homo-
dina balanceada es un método que permite medir una cuadratura arbitraria
¢ (0) utilizando medidores de intensidad. Como se indica en la figura 5.2, el
modo que se desea medir se combina con otro modo auxiliar en un divisor
de haz. Este modo auxiliar se denomina ‘oscilador local’ y la medicion es
homodina si ambos tienen la misma frecuencia. Los operadores de destruc-
cion correspondientes al modo que se desea medir y al oscilador local son a,
y a;, respectivamente. Por lo tanto si se utiliza un divisor de haz 50:50 sin
pérdidas de energia, los modos de salida del divisor estan descriptos por los
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operadores de destruccion’:

a; = (as + al)

1
V2
—ia —a

(5.31)

Las intensidades registradas por los detectores, I; e I, estan representada
por los operadores N; = aial y Ny = agag, y por lo tanto la intensidad

I = I, — I, esta asociada con el operador:
n_ = ala + aa, (5.32)

Si el oscilador local se encuentra en un estado coherente |3) con 3 = |Ble%,
y el estado global es py = ps @ |B)(B], entonces se puede ver que el valor
medio de la senal [ es:

I =V2|B| Tr(psd (9)) = v2|8] (§(9)) (5.33)

Mientras que la dispersion,en el limite en que el oscilador local es mucho mas
intenso que el modo a, (|3]* >> (a'a)), es:

(A1)? =218 Tr(ps(AG'(9))*) = 2I8I* (A7 (6))?) (5.34)

Donde A¢'(0) = ¢'(0) — (¢'(8)). Por lo tanto el valor medio y la dispersion de
la senal I son proporcionales al valor medio y la dispersion de una cuadratura
arbitraria ¢'(#). Esta cuadratura se selecciona variando la fase 6 que el osci-
lador local mantiene con respecto al modo a,. Es importante remarcar que
estos resultados son validos en el caso en que el oscilador local se encuentra
en un estado coherente intenso, es decir que puede ser considerado clasico.

5.4.2. Medicion simultidnea de los valores medios de la
posiciéon y el momento

Como se explico en la seccidon anterior, para realizar un medicién sobre
un modo del campo electromagnético es necesario combinarlo con otro modo
auxiliar y realizar una medicién sobre el sistema conjunto. En el limite en
que el estado del modo auxiliar es ‘clasico’, esto es equivalente a realizar
una medicién proyectiva sobre el modo de interés. Sin embargo, en el caso
més general donde no se restringe el estado de los modos auxiliares, una
medicion proyectiva sobre el estado global no es equivalente a un medicion
proyectiva sobre el modo original. Un ejemplo de esta situacion es lo que en
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Figura 5.3: Esquema de la medicion simultanea de 6:21 y P,. Se puede elegir
el estado del modo b de forma tal que (Q1) = (¢) y (I2) = (p). Ademéas como
[Q1, P»] estas mediciones pueden ser realizadas simultdneamente.

[33] llaman ‘medicion simultanea de la posicion y el momento’, que se resume
a continuacion.

Como se indica en la figura 5.3, se considera que el modo de interés, cuyo
operador de destruccion es a = \%(q%tiﬁ), es combinado en un divisor de haz

con un modo auxiliar cuyo operador de destruccion es b = \%(Q—Hp), ambos
de la misma frecuencia. Si el divisor de haz tiene coeficiente de transmision
t v de reflexion r, entonces los modos de salida del divisor de haz estan
descriptos por los siguientes operadores de destruccion:

al—ta—rb—%@ (@—g@)%—it (ﬁ—%ﬁ))
angr’a—i—tb:%(r (d+£@> +ir (ﬁ+;ﬁ))

Mediante la técnica de deteccion homodina puede medirse el observable
Ql = (cj — fQ) sobre el modo a; y el observable P, = <f) + f: ]5> sobre el
modo as. Ademas, como [Ql, Pg] = 0, estas mediciones pueden ser realizadas

simultaneamente. Por otra parte, si el modo b esté en el estado fundamental,
es decir p, = [0,)(0p], y el estado global es pu, = pa ® pp, entonces se tiene

(5.35)

1La relacién exacta entre a1, as y as, a; depende de las caracteristicas del divisor de
haz que se utilice.
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que (@Q1) = (¢) y (P1) = (p). Por lo tanto, combinando al modo a con
un sistema auxiliar en el estado de vacio es posible medir simultdneamente
dos observables cuyos valores medios coinciden con los valores medios de la
posicion y el momento de a.

En [33] se muestra que la densidad de probabilidad de obtener el resultado
(@1, P») al medir los observables Q1 y Qs es:

+o0 +oo
pr(Q1, Pr) = /_ ) Wiq,p) Wo(q, p|Q1, P2, 7/t) dgdp (5.36)

Donde W (g, p) es la funcion de Wigner correspondiente al estado p, y Wo(q, p|Q1, Ps, r/t)
es la funcion de Wigner correspondiente a un estado coherente centrado en
qg=Q1y p= P, con un estrujamiento en posicion igual a log(r/t):

2 ’/’2

Wolg. Q1. Por/t) = —exp (—%(q ~Q - - P2)2) (5.37)
Es decir, la distribucion de probabilidad correspondiente a los distintos resul-
tados en la mediciéon simultanea de Ql y P, se obtiene como la convolucién
de la funciéon de Wigner del modo a con la funciéon de Wigner de un estado
coherente estrujado. En términos de operadores esto se puede expresar de la
siguiente manera:

pr(@iP) = 5 Tr (p W0 /0,0 /lW i) (5.38)
Donde n = \%(CA +iPy), W(n) es el operador de desplazamiento 5.13 y
|0,7/t) es el estado de vacio con estrujamiento log(r/t) en posicion. Es in-
teresante ver que para r/t — 0 se recupera el caso de la seccion anterior,
ya que Ql — q y la dispersion en P, tiende a infinito, es decir que la me-
dicién simultanea de Q; y P, equivale a la medicion de q sobre el modo a.
Anélogamente para r/t — oo el observable que se mide es p.

La funcion pr(Q, P») coincide con la funcion de Husimi[33], que es una
representacion alternativa del estado p, en el espacio de fases. Es decir que
dada esta funcién es posible obtener la matriz densidad del estado. A dife-
rencia de la funcion de Wigner, tiene la ventaja de que es siempre positiva,
ya que corresponde a la distribucién de probabilidad de los resultados de un
experimento particular.

Deteccion heterodina

La mediciéon anterior también puede ser implementada con un método
diferente, llamado deteccion heterodina. FEn este método el modo que se desea
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medir también se combina en un divisor de haz con un oscilador local, con
la diferencia que estos no tienen la misma frecuencia. Los detalles de este
método se muestran en [34], donde ademés se analizan los puntos en comun
con la detecciéon homodina.

En trabajos anteriores, donde se define la discordia para estados gaus-
sianos, se denomina ‘homodinas’ a aquellas mediciones que corresponden a
proyecciones sobre estados infinitamente estrujados, es decir a la determina-
cion de alguna cuadratura ¢'(#) |6, 35]. Las mediciones que corresponden a
proyecciones sobre estados coherentes con estrujamiento finito se denominan
‘heterodinas’, aunque en rigor pueden ser implementadas tanto con detecciéon
homodina como con deteccion heterodina. En lo que sigue se utiliza la misma
denominacion.

Estado post-medicion. POV Ms.

Para describir mediciones donde solo interesa conocer, dado el estado del
sistema, cudles son las probabilidades de obtener cada uno de los resultados
se utilizan medidas sobre el conjunto de operadores positivos, o POVM por su
siglas en ingles. Un POVM consiste en un conjunto { My} de operadores semi-
definidos positivos, donde cada elemento esté asociado a uno de los posibles
resultados de la medicion. Si el estado del sistema es p, la probabilidad de
obtener el resultado k es:

pr(k) = Tr(pMy) (5.39)

Para que la suma de las probabilidades sea 1 para cualquier estado p los
elementos del POVM deben cumplir que:

d Mp=1 (5.40)

La cantidad de elementos del POVM, es decir la cantidad de resultados po-
sibles de la mediciéon, no esté limitada a la dimension del espacio de Hilbert
correspondiente a p, como si sucede en mediciones proyectivas. Esto es asi
por que en general un POVM corresponde a una medicién sobre un sistema
més amplio que resulta de extender al sistema original con uno auxiliar, como
se muestra a continuacion.

Dado un sistema A en un estado p4, se considera una extension con un
sistema B de forma que el estado global sea p = p4 ® pp. Si se realiza
una medicion proyectiva descripta por los proyectores { P, } sobre el sistema
global, la probabilidad de obtener el resultado k es:

pr =Tr(pP.) = Tra(Tre((pa ® ps)Fr)) (5.41)
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Donde Try y Trp son las trazas parciales. Se puede ver que Trg((pa ®
pB)Px) = Mypa, donde M es un operador que depende del proyector Py, y del
estado pp del sistema auxiliar. Por lo tanto se puede expresar la probabilidad
de obtener el resultado k en funcion del estado del sistema A como:

pr = Tr(ppMi) (5.42)

Ademas se puede ver que ), M = 1. Los operadores { M} por lo tanto de-
finen un POVM sobre el sistema A. El estado global luego de haber obtenido
el resultado k en la mediciéon es pp = pikPkak y por lo tanto el estado del
sistema A es:

1 1
pAk = p—TrB(Pkak) = p—TTB(Pk(PA ® pp)Pr) (5.43)
k k

Es decir que para conocer el estado del sistema A luego de la mediciéon es
necesario conocer los proyectores Py y el estado pg. Sin embargo, ni la exten-
sion pp ni la medicion proyectiva {FP;} estan completamente determinadas
por el POVM { M}, es decir que no son tnicas. Por esta razon no es posible
determinar, dado solamente el POVM { My}, cudl es el estado del sistema A
luego de haber obtenido un determinado resultado en la medicién. A conti-
nuacion se discute esta situacion para el caso de la medicion simultanea de
Oy P

En el ejemplo anterior la distribuciéon de probabilidad de los posibles re-
sultados n = \%(Q1 + iP) se obtiene proyectando al estado p, sobre los
elementos de una familia de estados {p,}, segtin la ecuacion 5.38. En este
caso la familia de estados es simplemente la que surge de los distintos des-
plazamientos del estado py = |0, r/t)(0,r/t|. Si solo se conoce esta familia de
estados, y no los detalles particulares del experimento, entonces en general
no es posible saber cual es el estado del sistema luego de haber obtenido
un determinado resultado al realizar la mediciéon. Esto se debe a que exis-
ten distintas implementaciones del experimento donde se miden los mismos
operadores Q1 y P, y que dan lugar a la misma distribucién de probabilidad
para los resultados. Por ejemplo, en lugar de usar un divisor de haz con coe-
ficiente de transmision t, coeficiente de reflexién r, y un modo auxiliar b en el
estado fundamental, podria haberse usado un divisor de haz 50:50 y un modo
auxiliar b en un estado fundamental con estrujamiento en posicién igual a
log(r/t). La distribucion de probabilidad que se obtiene en ambos casos es la
misma, pero el estado del modo a luego de la medicién depende de cual haya
sido el estado del modo b antes de la mediciéon. Aun asi, en cualquier caso
el estado post-mediciéon es gaussiano, con dispersion nula en las cuadraturas

Oy bB.
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5.4.3. POVM Gaussiano y aplicacién sobre sistemas bi-
partitos

La forma mas general para los elementos de un POVM Gaussiano es la
siguiente:

Mn) = W (m)pol¥' (n) (5.44)

donde py es la matriz densidad de algiin estado gaussiano, n es cualquier
nimero complejo y W es el operador desplazamiento 5.13. Es decir que el
POVM esta completamente determinado por el estado pg, ya que los elemen-
tos que lo conforman son todos los desplazamientos posibles de ese estado.
La medicion homodina de la posicion corresponde al caso en que pg = |q){q|,
donde |g) es algin autoestado de ¢. La medicion simultanea de la posicion
y el momento corresponde al caso donde pg = |0)(0|, es decir donde pq es el
estado fundamental (posiblemente estrujado). Dado el estado p, la densidad
de probabilidad de obtener el resultado correspondiente a 7 es:

pr(n) =Tr(pM(n)) (5.45)

y la condicién 5.40 en este caso es:

= [ Wi -1 (5.40)

que se cumple siempre que py sea un estado valido pues £ [ W (n)poWT(n) =

Tr(po)l.

POVM local en sistemas bipartitos

Como ya se dijo, la descripcién de la medicion dada por un POVM no
es suficiente para conocer el estado del sistema luego de la mediciéon. Sin
embargo, si se tiene un sistema bipartito AB y se realiza una medicion local
dada por el POVM { M} sobre el sistema B, si puede conocerse el estado
reducido del sistema A. Una forma de ver esto es considerar que el POVM
se puede implementar como una mediciéon proyectiva sobre la extension del
sistema AB con un sistema auxiliar C. Si el estado global es p = pap ® po
y se realiza la medicion proyectiva dada por los proyectores { P, } sobre BC,
entonces el estado de A luego de haber obtenido el resultado k es:

PAlk = iTTBC((]lA ® Py) p (1a® Fy))
b (5.47)
- p—kTTB(TTC((PAB ® pc)(La @ FPr)))

30



Pero, como antes, se puede ver que Tr¢((pap®pc)(La®Py)) = pap(La®@ M),
donde M}, son los operadores que definen el POVM sobre el sistema B. Por
lo tanto si psp es el estado anterior a la medicion, el estado del sistema A
luego de que se obtiene el resultado k es:

1
PAlk = p—kTTB(/)AB(]l ® My)) (5.48)

donde p;, es la probabilidad de obtener el resultado k:

pe =Tr(pap(l® My)) (5.49)

5.5. Estados gaussianos de 2 modos

En esta seccion se dan las expresiones del entrelazamiento y la discordia
para un estado gaussiano de dos modos. En primer lugar se establece la
notacion a utilizar. La matriz de covarianza para un estado de dos modos

general es:
o= (P;); Za) (5.50)

donde ¢ y B son las matrices de covarianza para cada modo, y = contiene
las correlaciones entre las coordenadas {qi,p1} y {q2, p2}. Para calcular las
correlaciones entre los modos es 1util considerar transformaciones unitarias
gaussianas locales, ya que estas no afectan ni la entropia global ni las entro-
pias de cada modo, y las cantidades invariantes ante tales transformaciones.
Asi, dos estados p; v p2 de un sistema bipartito AB son localmente equi-
valentes si existe una transformacién unitaria local U, = Uy ® Up tal que
p1 = UpU ZT. Una transformacion de este tipo esta representada en el espacio
de fases por transformaciones simplécticas locales de la forma S; = 57 @ Ss.
Por lo tanto la matriz de covarianza o transforma como:

T S 0 a v\ (ST 0 SiaST  SyyST
et = (38) (B (0 s) - (s 53%)
(5.51)
Entonces, como las transformaciones simplécticas tiene determinante 1, tanto
el determinante global det(o) como los determinantes de cada bloque det(a),
det(B) y det(«) son invariantes simplécticos locales.

Se puede probar (ver Apéndice C) que para cualquier matriz o existe
una transformacion simpléctica local S; que la lleva a una ‘forma estandar’
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en que todos los bloques son diagonales:

a 0 C1 0
0 a 0 c

SieSk = 6 0 b 02 (5.52)
0 Cy 0 b

Donde los coeficientes a, b, ¢; y ¢o se pueden calcular facilmente a partir de
los invariantes simplécticos segun las relaciones:

det(o) = (ab—c3)(ab—c3) det(a) =a®> det(B) =b* det(y) = cico
(5.53)
En el caso de estados de dos modos, los 2 autovalores simplécticos {v_, v, }
también puede expresarse facilmente a partir de los invariantes globales:

A(o) =12 + 3 = det(a) + det(8) + 2det () det(o) =212 (5.54)

de donde se puede despejar:

2 Alo) F \/A(a')2 — 4det(o)
¥ 2

(5.55)

La condicion 5.12, v_ > 1/2, en funcion de los invariantes globales es:

Alo) < i + ddet(c) (5.56)

5.5.1. Entrelazamiento

Para cuantificar el entrelazamiento se utiliza la negatividad logaritmica
definida en la seccion 4.2.3. Para calcularla en funciéon de los invariantes
simplécticos es necesario conocer como se representa en el espacio de fases
la operacion de transposicion parcial de la matriz densidad. Para un solo
modo, se puede ver a partir de la definiciéon 5.6 de la funciéon de Wigner que
transponer la matriz densidad equivale a una reflexiéon en el espacio de fases
sobre el eje p[24]:

p = p
I I (5.57)
Wi(g,p) = Wi(g, —p)

y por lo tanto la matriz de covarianza transforma como:

C)=(DENC D) e
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2 . « .
Anélogamente, si p es un estado de dos modos y o = ( ~ g) su matriz de
covarianza, la matriz de covarianza correspondiente a la transposicién parcial

pTB es:
_ _v(® \y_o( @ Ivo.

o'=VoV =V <7 ﬁ) V= (027T1 azﬁaz> (5.59)
donde V = 1&0, = diag(1,1,1,—1). Por lo tanto los invariantes locales son:
det(a/) = det(a), det(3') = det(B), det(v') = — det() y det(o’) = det(o).
A partir de estas relaciones se pueden calcular los autovalores simplécti-
cos {P_, v, } de o' segn la ecuacion 5.55. De acuerdo al criterio de Peres-
Horodecki para que el estado p sea separable la matriz densidad p’2 debe
ser definida positiva, y esto ocurre cuando v_ > 1/2. Utilizando la ecuacion
5.56 para expresar esta condicién se obtiene:

A(o) — 4det(y) < i + 4 det(o) (5.60)

Y teniendo en cuenta la positividad de p se deduce que una condicién nece-
saria para que el estado sea entrelazado es que det(y) < 0. Por tultimo, la
negatividad logaritmica en funcién de los invariantes simplécticos es:

—log(20_) siv. <1/2,
FE = 5.61
N(p) {0 en otro caso ( )

Para estados gaussianos de dos modos el criterio de Peres-Horodecki ademés
de necesario es suficiente y por lo tanto el estado p sera separable si y solo si

En(p) = 0.

5.5.2. Discordia

Como se ve de la ecuacion 4.19, el célculo de la discordia requiere una
minimizacion sobre todas las mediciones posibles {M,,} sobre uno de los
subsistemas:

D(A:B) = S(B) — S(A,B) + min S(AB) ) (5.62)
Esta minimizaciéon es la principal dificultad para evaluar la discordia tanto
analitica como numéricamente. Para el caso de dos qubits, el caso mas sencillo
de sistema compuesto que se puede considerar, solo se puede obtener una
expresion analitica de la discordia para determinadas familias de estados,
pero no para estados generales [36, 37]. En este caso el calculo numérico
de la discordia es sencillo, ya que s6lo son necesarios 3 ntumeros reales para
caracterizar completamente una mediciéon (proyectiva) sobre 1 qubit y por lo

53



tanto se puede realizar una optimizaciéon numeérica sobre el espacio de estos
3 pardmetros. Pero a medida que la dimension de los espacios de Hilbert
involucrados aumenta, la cantidad de parametros libres crece rapidamente y
una optimizacion numérica deja de ser eficiente. En el caso de interés para este
trabajo, sistemas bipartitos de variables continuas, la dimensién del espacio
de Hilbert es infinita, por lo que ninguna de las estrategias utilizadas en
sistemas discretos para calcular la discordia analitica o numéricamente es
util.

El primer intento por atacar este problema fue de Adesso y Datta, que
en el ano 2010 presentaron, simultanea e independientemente con Giorda
y Paris, una expresion analitica de la discordia para sistemas de variables
continuas [35, 6]. Su trabajo contiene dos restricciones: solo se consideran
estados gaussianos y, la mas importante, la minimizacion de la discordia se
lleva a cabo solo sobre el conjunto de mediciones gaussianas, es decir aquellas
que preservan el caracter gaussiano de los estados. La medida de correlaciones
resultante se denomina ‘discordia gaussiana’ y es la utilizada en este trabajo.
A continuacién se detallan los puntos méas importantes de la derivacién dada
en [35].

Discordia gaussiana

Utilizando la notaciéon del capitulo anterior, se considera un estado gaus-
siano de dos modos A y B cuya matriz densidad es pg. Si se realiza la medi-
cion descripta por el POVM Gaussiano {M(n) = W (n)poW(n)} sobre B,
la densidad de probabilidad de obtener el resultado 7 es (ver seccion 5.4.3):

p(n) = Tr(psllp(n)) (5.63)

y el estado del subsistema A luego de haber obtenido el resultado 7 es:

pan = =Trs(psTla() (5.64)

Siendo IIg(n) = 1 ® M(n). Una propiedad importante de este tipo de me-
diciones es que la matriz de covarianza del sistema A luego de la medicion
no depende del resultado que se haya obtenido. Si la matriz de covarianza del

estado p tiene la forma 5.50, o = (a ), y la matriz de covarianza del

Y
v" B
estado py que define la medicién es 3, entonces la matriz de covarianza del
estado paj, es:

e=a—v(B+B) (5.65)
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La generalizacion de la expresion de la discordia para este tipo de medi-
ciones es:

B(4: B) = S(B) — S(4.5) + mfn [ p()S (o) (5.66)
Que surge simplemente de reemplazar la suma discreta de la entropia con-
dicional 4.15 por la correspondiente integral. Como la matriz de covarian-
za € del estado pu, no depende de ), la entropia S(pa,) = S(€) tampo-
co lo hace y la integral anterior es trivial. Utilizando la ecuacion 5.28 pa-

ra la entropia de un estado gaussiano se tiene que S(B) = f(y/det(3)) y
S(A,B) = f(v_) + f(vy). Por lo tanto:

D(A: B) = f( det(B)) — f(v-) = f(v,) + min f(V/det(e)) (567

donde v son los autovalores simplécticos de o. La funcion f(x) es creciente
para > 1/2 y por lo tanto para minimizar la discordia hay que minimizar
det(€e) con respecto a todas las posibles matrices de covarianza de un modo
By, que solo tienen 3 parametros reales independientes. Todavia puede ha-
cerse un simplificacion adicional? y restringir la minimizacion a las matrices
B, correspondientes a estados puros, las cuales se pueden parametrizar solo
con 2 parametros:

8, — 1 (cos(f) sin(0)) (A 0 cos(f)  sin(0) g (5.68)
07 2 \—sin(d) cos(f)) \0O 1/X) \ —sin(f) cos(6) '
Es decir como estados fundamentales con estrujamiento r = log(\) y rotados

un angulo #. La minimizaciéon con respecto a estos dos parametros puede
hacerse analiticamente y el resultado es el siguiente:

AB—C?+D—4/C*+(—AB+D)2—2C2(AB+D) .
55 sig>0

Ein= r%in det(e) =

0

202 4(—1/4+4B)(— A+4D)+2|C|\/C2+(—1/4+B)(—A+4D)

4(—1/4+B)? sig <0,
(5.69)
con:
g= (D — AB)* — (1/4+ B)C*(A+4D) (5.70)
siendo:
A=det(ar) B=det(8) C=det(y) D =det(o) (5.71)

2Se utiliza el hecho de que cualquier estado gaussiano admite una descomposicién con-
vexa en estados puros y que la entropia condicional S(p4),) es concava con respecto a los
elementos de la medicion generalizada IIz(n).
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El primer caso, para g > 0, corresponde al caso donde el minimo en det(€) se
alcanza para A = 03, es decir que la medicion que minimiza la discordia es una
proyeccién sobre un estado infinitamente estrujado. Como se estableci6 en la
seccion 5.4, este tipo de mediciones se denominan homodinas e incluyen, por
ejemplo, a las mediciones en la base de autoestados de los operadores ¢ o p. El
segundo caso, para g < 0, se corresponde con mediciones mas generales para
las cuales A > 0, llamadas heterodinas. Una clase de estados importantes
para los cuales la medicién que minimiza la discordia siempre es heterodina
son los estados térmicos estrujados.

Algunas propiedades

= Todos los estados bipartitos correlacionados tienen discordia no nula.
Es decir, la discordia gaussiana se anula si y solo si v = 0.

» La discordia gaussiana se encuentra acotada para estados separables.
En [6] se muestra que si o es la matriz de covarianza de un estado
separable entonces la discordia gaussiana verifica:

Do) < (B—1/2)log (gf—%;) <1 (5.72)

donde B = det(3). La primera desigualdad es saturada por estados
térmicos estrujados donde D = det(7y) es méximo y la asimetria entre
los dos modos también es maxima. La segunda desigualdad se satura
para B — oo.

= A partir de la propiedad anterior se deduce que si la discordia es mayor
que 1 entonces el estado es entrelazado.

5.6. Estados térmicos estrujados

En esta seccion se considera una clase importante de estados gaussianos
de dos modos, los estados térmicos estrujados. Estos estados se obtienen a
partir de estados térmicos descorrelacionados mediante el operador de estru-
jamiento de dos modos:

S(r) = e—r(aiai—alfw) (5.73)

3X = 0 es equivalente a A = co mediante una rotacién en /2.
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donde a;-r y a; son los operadores de creacion y destruccion, y r es el estruja-
miento*. La representacién simpléctica para esta transformacion es:

cosh(r) 0 — sinh(r) 0
0 cosh(r) 0 sinh(r)

— sinh(r) 0 cosh(r) 0
0 sinh(r) 0 cosh(r)

S(r) = (5.74)

En términos de las coordenadas de los modos + y —, g+ = \%(ql +tq)y

Py = \/Li(pl + py), esta transformacion resulta equivalente a un estrujamiento

U(—r) para el modo + y un estrujamiento U(r) para el modo —, donde U es
el estrujamiento de 1 modo 5.19. De esta manera ﬁii = 2—1”;: = e?". Por lo
tanto para r — —oo se obtiene un autoestado de los operadores py y x_, es
decir un estado EPR ideal.

Al aplicarse esta transformacion a estados térmicos descorrelacionados,
cuyas matrices de covarianza son de la forma oo = ("'*, ), se obtienen
estados térmicos estrujados, los cuales se denominan STS por sus siglas en
ingles. La matriz de covarianza resultante se muestra en el apéndice C. Este
tipo de estados pueden presentar correlaciones cuanticas. El estado asintotico
2.35, sobre el cual se centra gran parte del trabajo, en algunos casos relevantes
guarda cierta similitud con estados STS. Ademas estos son utilizados como
estados iniciales para el sistema de dos osciladores de los modelos presentados
en el capitulo 2. Por estas razones es ttil estudiar cuéles son las correlaciones
cuanticas presentes en este tipo de estados. Esto resulta sencillo en el caso
de estados STS puros, es decir cuando v; = vy = 1/2. En ese caso se puede
ver que la negatividad logaritmica es Ey = 2r. La discordia gaussiana es
D = f(cosh(2r)), donde f estad dada por la ecuaciéon 5.28, que para grades
valores de r es D ~ 2r + 2log(2). El estrujamiento de los modos + y —
resulta entonces un recurso mediante el cual es posible generar correlaciones
cuénticas entre las coordenadas de los modos 1 y 2.

4Por simplicidad se considera que r es un niimero real. Si tiene componente imaginaria
entonces ademas del estrujamiento la transformacion genera una rotacion.
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Capitulo 6

Resultados: dinamica de las
correlaciones del sistema

Teniendo en cuenta el modelo presentado en el capitulo 2, se analizan las
correlaciones entre los dos osciladores del sistema durante su interaccién con
el entorno. En primer lugar, en la secciones 6.1, 6.2 y 6.3 se analizan solo las
correlaciones presentes en el estado asintotico en funcién de los parametros
importantes del entorno y del estado inicial del sistema. Luego, en la seccion
6.4, se estudia como es la evolucion temporal de las correlaciones hasta que
se alcanza el estado asintotico.

6.1. Correlaciones en el estado asintotico

En esta seccién el interés es analizar las correlaciones entre los osciladores
1y 2 que conforman al sistema en el estado asintético, es decir luego de que
ya fue alcanzado el equilibrio con el entorno. Este estado es gaussiano y la
matriz de covarianza correspondiente se obtuvo en la seccion 2.4. Como se
discutio en la seccion 5.5, para calcular cualquier medida de correlaciones
solo es necesario conocer los invariantes simplécticos locales de la matriz de
covarianza, es decir su determinante y los determinantes de cada bloque de
2 x 2. A partir de las expresiones 2.35 y 2.34 se pueden obtener las siguientes
formas compactas para los invariantes.

A =B = det(a) == i (Qbi_ + QSQ_ + 2¢+¢—f(t7ra rcrit))

C = det('y) = 411 (gﬁ + ¢2, - 2¢+¢,f(t, 7“, Tcm't))
D = det(o) = ¢*.¢°

(6.1)
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donde f(t,r,reit) es una funcion que contiene toda la dependencia temporal:
f(t, 7, rerir) = cos?(w_t) cosh(2(reir — 1)) + sin?(w_t) cosh(2(rers + 7)) (6.2)

Las constantes r y r..;; miden el estrujamiento en los modos + y —:

1 Az 1 Ax_
Terit = log (m_w_ ) r=s log (m_w_A—) (6.3)

Ap,

,mientras que ¢, y ¢_ son:
¢y = Az Ap, ¢ =Az_Ap_ (6.4)

Claramente ¢, y ¢_ estan relacionados con las entropias de los modos + y
—, respectivamente. Los pardmetros ¢ y 7. estan completamente determi-
nados por el entorno y pueden ser expresados en funcion de los coeficientes
de disipacion y difusion segiin las ecuaciones 2.19 o 2.23. Los coeficientes
difusivos dependen a su vez de la temperatura del entorno. En cambio los
parametros ¢_ y r estan determinados por las dispersiones del modo —, que
provienen del estado inicial ya que este modo evoluciona libremente.

Como se dijo en el capitulo 2 el estado inicial es un estado donde sistema
y entorno estan descorrelacionados, y el entorno esta en un estado térmico
a temperatura 7. Para obtener los resultados numéricos que se presentan
en las siguientes secciones es necesario conocer como dependen ¢ y 7o
de la temperatura del entorno!. Esta dependencia se obtuvo mediante las
simulaciones descriptas en la seccion 2.5 con un entorno formado por N = 300
osciladores.

Tanto la negatividad logaritmica como la discordia pueden ser evaluadas
a partir de estas expresiones. A continuacién se resumen los resultados ob-
tenidos por Augusto Roncaglia en [7], donde se caracterizo completamente
el comportamiento del entrelazamiento en el estado asintotico. Luego se pre-
sentan los resultados obtenidos durante el desarrollo esta tesis, es decir, la
caracterizacion de la discordia.

6.2. Resultados conocidos sobre el entrelaza-
miento

Usando los métodos del capitulo 5 se puede calcular la negatividad loga-

ritmica Ey para el estado asintotico a partir de las expresiones anteriores.
El resultado es el siguiente:

Ex(t) = maz{0, Exy + AEy G(t)} (6.5)

1O equivalentemente, como es la dependencia entre Az, y Ap, con la temperatura.
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donde G(t) es una funciéon con perfodo ~ y cuya imagen es el intervalo

[—1,1]. El valor medio Ey es: _
EN = méx{\r], ‘rcrit|} — Serit (6-6>
donde S, = %log(éleJrAerA:c,Ap,). La amplitud de las oscilaciones es:
AEyN = min{|r|, [7eit|} (6.7)

A partir de este resultados se pueden identificar tres comportamientos o ‘fa-
ses’ diferentes. Cuando Ey < —AEy se tiene que En(t) <0Vt y por lo
tanto el estado asintético no se encuentra entrelazado. Esta fase se denomina
SD en referencia a la muerte stubita (Sudden Death) del entrelazamiento. En
cambio, si Ey > AEy se tiene que Ex(t) > 0Vt y por lo tanto el estado
se encuentra entrelazado, aunque el grado de entrelazamiento puede oscilar
en el tiempo. Esta fase se denomina NSD (No Sudden Death). Existe una
situacion intermedia, cuando —AFEy < EN < AFEy, en la que el entrelaza-
miento aparece y desparece con un perfodo de 7-. Esta fase se denomina
SDR (Sudden Death and Revivals).

A partir de las expresiones analiticas para los coeficientes D, f y v puede
calcularse la relacion entre S.,.;; y 7erie con la temperatura del entorno. Esta
relacion también puede obtenerse mediante las simulaciones numeéricas. Por
lo tanto, dada la temperatura 7" del entorno y el estrujamiento inicial |r| del
sistema se puede conocer, mediante la ecuacion 6.5, hacia cuél de las tres
fases (SD, NSD o SDR) evolucionari el sistema. Esto se indica en diagramas
como el de la figura 6.1, que corresponde al caso en que el acoplamiento con
el entorno es mediante posicion.

En la figura 6.1 se observa que en general, para cualquier estrujamiento
inicial, existe una temperatura sobre la cual el entrelazamiento muere. Esta
temperatura aumenta exponencialmente con el estrujamiento. La caracteris-
tica més llamativa del diagrama es la zona NSD para bajas temperaturas
y bajo estrujamiento. Los estados de esta zona con r = 0 son estados que
inicialmente no se encuentran entrelazados, pero que sin embargo presentan
entrelazamiento asintotico. Esto significa que el entorno actiia como un canal
mediante el cual es posible generar entrelazamiento. Este comportamiento es
una consecuencia directa del hecho de que la interaccion sea solo en posicion,
ya que en ese caso el modo + en el estado asintotico se encuentra estrujado,
es decir que |rq| > 0 (ver ecuacion 2.19). Esto se puede entender a partir de
las formulas 6.6 y 6.7. Para r < r..; el valor medio FE ~ es la distancia (hori-
zontal) entre la curva S ¥ Terit, y la amplitud AEy es igual a r. Por lo tanto
el valor medio del entrelazamiento es independiente de r y sera positivo si
Terit > Serit, 10 que ocurre siempre por debajo de una temperatura critica Tj.
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Figura 6.1: Diagrama de fases para el entrelazamiento correspondiente a un
entorno 6hmico con pardmetros A = 20 y v = 0,1. El acoplamiento entre
sistema y entorno es mediante posicion. Los parametros del sistema son m =
1, Q2 =1y Cy2 = 0. El estado inicial es coherente, es decir, Ax_Ap_ = 1/2.
La linea de segmentos indica el valor de r.,.; para cada temperatura, mientras
que la linea continua indica el valor de S..;;. Figura tomada de [7].
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Figura 6.2: Diagrama de fases para el entrelazamiento cuando el acoplamiento
entre sistema y entorno es simétrico en posiciéon y momento. El entorno es
6hmico con parametros A = 20 y v = 0,1, y para el sistema se tiene M = 1,
QO =1y Cps = Cy5 = 0. Figura tomada de [7].

Al aumentar r, cuando este es comparables a r..;; — Serir sS¢ abandona la fase
NSD y se ingresa en la fase SDR. Luego, para r > r..;, el entrelazamiento
asintotico es una consecuencia del estrujamiento inicial.

En la figura 6.2 se muestran los resultados cuando el acoplamiento entre
sistema y entorno es simétrico en posiciéon y momento. La zona NSD a baja
temperatura y bajo estrujamiento desaparece pues en este caso el entorno
no genera estrujamiento en el modo +, es decir, r.; = 0 (ver ecuacion
2.23). Esto implica ademas que f(t,r,7) = cosh(2r) y por lo tanto ningtin
invariante simpléctico depende del tiempo?, por lo que desaparece también
la fase SDR.

6.3. Comportamiento de la discordia

Esta seccion contiene la mayor parte del trabajo original realizado duran-
te la tesis. Se intenta caracterizar, al igual que se hizo con el entrelazamiento,
el comportamiento asintoético de la discordia gaussiana. En lo que sigue, por
comodidad, en algunas ocasiones se hace referencia a la discordia gaussiana

2 Aunque la matriz de covarianza si depende del tiempo.
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simplemente como discordia. Sin embargo debe tenerse en cuenta que la dis-
cordia gaussiana es s6lo una cota superior para la discordia general, como
se discute mas adelante. En primer lugar se presentan y analizan resultados
numeéricos. Luego se derivan analiticamente algunas caracteristicas de los re-
sultados a partir de las expresiones para la discordia dadas en la seccion
5.5.2. Los primeros resultados que se muestran corresponden al caso en que
el acoplamiento entre sistema y entorno es simétrico en posiciéon y momento.
Como se mencion6 anteriormente, en ese caso no existe dependencia tempo-
ral en los invariantes del estado asintotico y por lo tanto los resultados son
maés sencillos. Luego se muestran los resultados para el acoplamiento en posi-
cion, y se analizan las diferencias que aparecen con respecto al acoplamiento
simétrico.

6.3.1. Acoplamiento simétrico

El aspecto més sencillo de la discordia gaussiana que se puede analizar es
cual es el tipo de medicién que la minimiza. Es decir, dado un cierto estado
bipartito, uno puede preguntarse que tipo de medicién debe hacer sobre un
sistema para obtener méxima informaciéon sobre el otro. Segun lo expuesto
en la seccion 5.5.2, estas mediciones pueden ser homodinas o heterodinas.
Las primeras corresponden a proyecciones sobre estados infinitamente estru-
jados, por ejemplo mediciones en la base de autoestados del momento o de
la posiciéon, mientras que las segundas son mediciones mas generales.

Tipo de mediciéon 6ptima

En la figura 6.3 se indica que tipo de mediciéon corresponde al estado
asintotico en funciéon de la temperatura T del entorno y del estrujamiento
r en el estado inicial del sistema, para un entorno éhmico. Se observa que
a temperaturas suficientemente altas la medicion siempre es heterodina. Sin
embargo, para un estrujamiento r dado, la temperatura 7" a partir de la
cual la medicién pasa a ser heterodina aumenta exponencialmente con |r|.
La dependencia entre 7" y r se indica con la linea continua.

Estos resultados pueden ser comprendidos si se tiene en cuenta que el

valor de |r| indica el grado de localizaciéon del modo —. En el limite en
que |r| — oo existe algin observable asociado al movimiento relativo, por
ejemplo z_ = \%@1 —Z3)0p_ = %(pl —p2), que se encuentra perfectamente

localizado®. Suponiendo, por simplicidad, que el observable z_ es el que se

3En general el observable A que se encuentra localizado es una combinacion lineal de
T_ y p_ que rota con el tiempo: A(t) = cos(w_t + x)r_ + ——sin(w_t + x)p_.

m_w—
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Figura 6.3: Tipo de mediciéon que minimiza la discordia para el estado asin-
totico. Entorno 6hmico con parametros A = 20 y v = 0,1. Los parametros
del sistema son M =1, Q2 =1y C}5 = C’lg = 0. La fase naranja correspon-
de a mediciones heterodinas (HT), y la fase celeste a mediciones homodinas
(HM). La linea negra continua indica la separacion entre ambas fases.

encuentra localizado, si se mide el observable x; entonces el estado del modo
2 luego de la medicién es un autoestado de x5, y por lo tanto su entropia
es cero. Es decir, la medicion (homodina) de z; sobre el modo 1 permite
obtener el maximo de informacion sobre el modo 2, y consecuentemente esta
medicion es la que minimiza la discordia. En general, al aumentar el valor
del estrujamiento r» aumenta la localizacion de algtn observable asociado al
movimiento relativo, y por lo tanto disminuye la entropia del modo 1(2)
luego de realizar una mediciéon homodina sobre 2(1), es decir aumenta la
informacion que se obtiene mediante este tipo de mediciones. Este efecto
compite con la dispersion en el modo +, que es proporcional a la temperatura,
ya que para temperaturas suficientemente altas la mediciéon que minimiza la
discordia pasa a ser heterodina.

Cuando el estado inicial es puro se pueden obtener estos resultados analiti-
camente a partir de la expresion para la funcion g, ecuacion 5.70, que determi-
na cual es el tipo de mediciéon que minimiza la discordia en funcién de los in-
variantes locales. Para estados iniciales puros se tiene ¢_ = Azx_Ap_ = 1/2.
Por lo tanto los invariantes locales A, B, C'y D solo dependen de ¢, y f
(ecuacion 6.2). Se puede ver que g resulta ser un polinomio de grado 8 en ¢,
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Discordia

Figura 6.4: Discordia para el estado asintético. Entorno 6hmico con parame-
tros A = 20 y v = 0,1. Los pardmetros del sistema son M =1, Q@ = 1y

y f que para ¢y > 1/2y f > 1 se anula siy solo si f = feu(éy), con:

o>1

—1 1 _ 1
forie = 04 + =/ 1663 + 56 + 6% - fori = 56+ (65)

12¢4
La medicion serda homodina(g > 0) para f > f..; o heterodina(g < 0) para
f < ferit- En el caso de acoplamiento simétrico se tiene que f = cosh(2r),
debido a que 7..;; = 0. Ademés también es valido el principio de equiparticion,
por lo que ¢, = % coth (%), donde T es la temperatura del entorno. La curva

que da la separacion entre las fases HT y HM de la figura 6.3 estd dada por
la condicion f = f..;, es decir:

cosh(2r) = ferir(¢+(T")) (6.9)

’

que para T" y r grandes se reduce a r = %log(%).

Discordia

A continuacion se discuten los resultados obtenidos para el valor de la dis-
cordia gaussiana en el estado asintotico. En la figura 6.4 se muestra la sabana
dada por el valor de la discordia en funcién de la temperatura del entorno y
del estrujamiento inicial. Para T" = 0 se observa que la discordia aumenta con
el estrujamiento r del modo —, lo cual resulta natural si se tiene en cuenta
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Figura 6.5: Discordia en funcién de la temperatura para distintos valores del
estrujamiento inicial. Entorno 6hmico con parametros A =20 y v = 0,1. Los
parametros del sistema son M =1, Q =1y Cj5 = Ci5 = 0.

el comportamiento de la discordia para estados térmicos estrujados (seccion
5.6). A medida que se aumenta la temperatura, la discordia disminuye hasta
un cierto valor minimo y luego crece mondtonamente con la temperatura, lo
cual resulta llamativo ya que sugiere que el ruido introducido por el entorno
en el sistema es capaz de crear correlaciones cuanticas atn a altas tempera-
turas. Este comportamiento contrasta claramente con la muerte stubita del
entrelazamiento, que ocurre siempre para temperaturas suficientemente al-
tas como se muestra en las figuras 6.1 y 6.2. La dependencia de la discordia
con la temperatura del entorno se muestra con mas detalle en la figura 6.5,
donde se observa que crece con la temperatura hasta alcanzar cierto valor
asintotico.

Estos resultados pueden ser obtenidos analiticamente a partir de las ecua-
ciones 5.67 y 5.69. En el limite de alta temperatura se tiene que Ax, Ap, —
o0, v por lo tanto los invariantes simplécticos toman los siguientes valores

sencillos*: , ,

A

4 4
Estas expresiones son ttiles en el limite de alta temperatura tanto para aco-
plamiento simétrico como para acoplamiento en posicién, ya que en esta
aproximacion se desprecian todos los efectos del estrujamiento en los modos
+ y —. Utilizando estas expresiones se obtiene que para estados iniciales cohe-
rentes (¢— = 1/2) Eim — 9/4 (ver ecuacion 5.69). Ademas, los autovalores
simplécticos de la matriz de covarianza del estado asintético son exactamente

A=Br~ D~ ¢2 ¢* (6.10)

4Estos resultados son validos cuando ¢ >> ¢_ y ¢4 >> cosh(2r)
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vy = ¢y yv_ = ¢_, como puede verse de la expresion 2.33 para la matriz de
covarianza de los modos + y — si se tiene en cuenta que la transformacion de
estos a los modos 1 y 2 es simpléctica y no modifica los autovalores. Entonces
la discordia en el limite de alta temperatura es:

D= f(VB) = f(vs) = f(r-) + f(V/ Ein)

(%) -rea-1(3)+1(3) 611

donde f(x) es la funciéon entropica 5.28. El término f(¢4/2) — f(p4) es
una funcién creciente de ¢, que para ¢, >> 1 alcanza el valor asintético
—log(2).” Entonces se obtiene que para altas temperaturas la discordia crece
con la temperatura y alcanza el valor asintotico:

D=—log(2)— f (%) +f (;) = log(2) = 0,693... (6.12)

lo cual esté en acuerdo con los resultados numéricos de las figuras 6.4 y 6.5.
Por lo tanto, cuando el entorno esta a un temperatura 7' tal que ¢, >> ¢_
y ¢ >> cosh(2r), la discordia gaussiana del estado de equilibrio de los
osciladores 1 y 2 no puede superar la unidad minima de informacion log(2),
es decir la cantidad de informacion que se puede almacenar en un sistema de
dos niveles. Esta cota no coincide con la cota 5.72 para estados separables
debido a que el estado asintotico es simétrico con respecto a los modos 1 y
2, es decir, a = .

Como se mencioné en la secciéon 5.5.2 la discordia gaussiana para estados
separables no puede superar la unidad (ver ecuacion 5.72). Por lo tanto es
posible utilizar la discordia gaussiana para detectar entrelazamiento: si es
superior a 1 entonces el estado es entrelazado. En la figura 6.6 se muestra
la curva dada por los estados asintéticos para los cuales la discordia es igual
a 1, en funcién de la temperatura T y el estrujamiento inicial r. Para un
estrujamiento r fijo, los estados correspondientes a temperaturas mayores a
la dada por esa curva tienen discordia menor que 1, mientras que los estados
que se encuentran por debajo de esa curva tienen discordia mayor que 1.
En la misma figura se muestra la curva que separa los estados separables
de los entrelazados, y como se puede ver ambas curvas no coinciden. Por lo
tanto se concluye que al menos para los estados asintéticos generados en este
modelo la discordia gaussiana no es un buen indicador del entrelazamiento.
Por completitud también se indica la curva que separa los estados para los
cuales la medicién que minimiza la discordia es heterodina de aquellos para
los cuales es homodina.

°La funcion f verifica que f(z) — f(y) — log(x/y)
T,y—>00
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Figura 6.6: Curvas que separan los estados asintoticos segun: el tipo de me-
diciéon que minimiza la discordia (rojo), su entrelazamiento (azul), si la dis-
cordia es mayor o menor que 1 (verde).

Discusion y antecedentes

El hecho de que la discordia gaussiana entre los dos osciladores del siste-
ma puede alcanzar valores no nulos debido a la interaccién con el entorno atin
para altas temperaturas fue observado por primera vez en [38], aunque los
resultados fueron obtenidos en la aproximaciéon de acoplamiento débil y no
fue caracterizado el comportamiento de la discordia en el estado asintotico.
Si bien la generacion de correlaciones cuénticas mediante la interaccion con el
entorno a alta temperatura resulta antiintuitiva, hay que tener en cuenta que
en realidad el resultado obtenido es s6lo una cota superior para las correla-
ciones cuanticas. Es decir, hasta el momento no existe ninguna prueba de que
las mediciones gaussianas sean las que minimizan la discordia para estados
gaussianos. Dado un estado gaussiano bipartito, la mediciéon que debe rea-
lizarse sobre un subsistema para obtener maxima informacion sobre el otro
puede no ser gaussiana. Si ese fuera el caso entonces la discordia gaussiana
es solo una cota superior para la discordia general. De hecho, fue probado
en [39] que una medida de correlaciones estrechamente ligada a la discordia,
llamada AMID por sus siglas en ingles®, para ciertos estados gaussianos es

6 Ameliorated Measurement Induced Disturbance. Al igual de la discordia, se trata
de la diferencia entre la informaciéon mutua total contenida en un estado bipartito y la
informaciéon mutua que puede ser obtenida mediante mediciones locales, con la diferencia
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optimizada por medio de proyecciones sobre estados de Fock, es decir me-
diante conteo de fotones. Sin embargo, en el mismo trabajo se menciona que
estudios numéricos preliminares indican que aunque se permitan este tipo
de mediciones en la optimizacion de la discordia de estados gaussianos las
mediciones 6ptimas siguen siendo gaussianas.

Existen trabajos recientes donde se analiza la evolucién de la discordia
en sistemas abiertos de dos qubits [40, 41|, para los cuales la discordia puede
calcularse exactamente. En [40] se muestra que si el entorno induce ruido
blanco sobre el sistema de dos qubits entonces es posible generar discordia
entre ellos. Bajo ciertas condiciones sucede que para estados iniciales con
discordia nula esta crece con el tiempo hasta alcanzar un valor estacionario.
Este comportamiento es similar al que se obtuvo aqui, aunque en el caso del
sistema de 2 qubits el valor méaximo que alcanza la discordia tiene a cero a
medida que aumenta la intensidad del ruido.

6.3.2. Acoplamiento en posiciéon

Cuando el acoplamiento entre sistema y entorno es s6lo mediante la coor-
denada posicion la principal diferencia que aparece con respecto al caso de
acoplamiento simétrico es que los invariantes simplécticos de la matriz de
covarianza para el estado asintético pueden depender del tiempo. Esto se
debe a que 7.4 # 0, como se ve deduce de las dispersiones asintoticas 2.19
para el modo +. Las consecuencias de esta dependencia temporal es que el
valor de la discordia oscila en el tiempo una vez alcanzado el estado de equi-
librio, y que para ciertos estrujamientos iniciales y temperaturas del entorno
la medicion que minimiza la discordia no es ni heterodina ni homodina pa-
ra cualquier tiempo sino que alterna entre uno y otro tipo. Sin embargo, a
medida que aumenta la temperatura 7' del entorno, r..; decrece hasta anu-
larse para T' — oo, como se indica en la figura 6.1 mediante la curva de
segmentos. Por lo tanto para temperaturas altas el acoplamiento en posicion
es equivalente al acoplamiento simétrico. Esto ya se observa al comparar las
figuras 6.1 y 6.2, ya que la fase SDR, que es donde hay dependencia temporal,
desaparece para temperaturas altas .

En la figura 6.7 se muestra, como antes, el tipo de medicién correspon-
diente al estado asintotico en funciéon de la temperatura del entorno y del
estrujamiento en el estado inicial. Se ve que entre las fases HM y HT aparece
una tercera fase en la que el tipo de medicién que minimiza la discordia cam-
bia entre homodina y heterodina a medida que transcurre el tiempo. Ademés
esta zona se encuentra en torno a la curva que separa las fases HT y HM en

de que las mediciones locales son realizadas sobre ambos subsistemas.
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Figura 6.7: Tipo de mediciéon que minimiza la discordia para el estado asin-
totico. Entorno 6hmico con parametros A = 20 y v = 0,1. Los parametros
del sistema son m =1, 0 =1y (5 = 0. La fase naranja corresponde a me-
diciones heterodinas (HT), y la fase celeste a mediciones homodinas (HM).
La fase amarilla intermedia corresponde al caso en que la mediciéon que mi-
nimiza la discordia alterna entre homodina y heterodina a medida que pasa
el tiempo. La linea continua indica la separacion entre las fases HT y HM
para el caso de acoplamiento simétrico.
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Figura 6.8: Valor medio de las oscilaciones de la discordia para el estado
asintotico. Entorno 6hmico con pardmetros A = 20 y v = 0,1. Los pardmetros
del sistema son m =1, Q2 =1y Cj5 = 0.
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Figura 6.9: Amplitud de las oscilaciones de la discordia para el estado asin-
totico. Entorno 6hmico con parametros A = 20 y v = 0,1. Los parametros
del sistema son m =1, Q =1y C5 = 0.
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Figura 6.10: Amplitud de las oscilaciones de la discordia en el estado asin-
totico en funciéon de la temperatura para distintos valores del estrujamiento
inicial. Entorno 6hmico con parametros A = 20 y v = 0,1. Los parametros
del sistema son m =1, Q =1y C5 =0.

el caso de acoplamiento simétrico, dada por la ecuacion 6.9, y se hace mas
angosta a medida que la temperatura aumenta, excepto a bajas temperaturas
donde tiene una forma més complicada.

En el estado de equilibrio la discordia presenta oscilaciones periddicas a
una frecuencia igual al doble de la frecuencia de evolucién del modo — (ver
ecuacion 6.2). El valor medio de estas oscilaciones se comporta esencialmente
de la misma manera que el valor (constante) de la discordia para el caso de
acoplamiento simétrico, como se muestra en la figura 6.8. En la figura 6.9
se muestra la amplitud de las oscilaciones en funcién de la temperatura del
entorno y del estrujamiento en el estado inicial. Se observa que la amplitud
decae a cero rapidamente a medida que aumenta la temperatura, lo que se
muestra con més detalle en la figura 6.10.

6.3.3. Estados iniciales térmicos

Todos los resultados presentados hasta aqui corresponden a estados ini-
ciales puros, para los cuales la incerteza en el modo — es minima: ¢_ =
Ax_Ap_ = 1/2. En esta seccion se investiga cuél es el efecto que tiene so-
bre el estado asintotico de la discordia el hecho de que el estado inicial sea
térmico, es decir que ¢_ > 1/2. Por simplicidad se considera acoplamiento
simétrico entre sistema y entorno.

En la figura 6.11 se muestra el diagrama de fases que da el tipo de me-
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Figura 6.11: Tipo de medicién que minimiza la discordia para el estado asin-
totico. Entorno 6hmico con parametros A = 20y v = 0,1. Los parametros del
sistemason M =1, Q =1y Cp = Cho = 0. La fase naranja corresponde a
mediciones heterodinas (HT), y la fase verde a mediciones homodinas (HM).
Acoplamiento simétrico, estado inicial térmico con ¢_ = 3/2.
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Figura 6.12: Discordia para el estado asintético. Entorno éhmico con para-
metros A = 20 y v = 0,1. Los parametros del sistema son M =1, Q =1y
C1s = C12 = 0. Acoplamiento simétrico, estado inicial térmico con ¢_ = 3/2.

dicion que minimiza la discordia. La topologia de las fases se vuelve més
complicada con respecto a los casos anteriores y disminuye el tamano de la
fase HM, siendo la diferencia fundamental que la medicion resulta heterodina
en lugar de homodina para r — oc.

En la figura 6.12 se muestra como se modifica el valor de la discordia en
el estado asintotico. A diferencia del caso anterior, para T'= 0y r = 0 la
discordia es no nula. Ademés disminuye el valor de la discordia en el limite de
alta temperatura. En la figura 6.13 se muestra con més detalle la dependencia
con la temperatura.

Es posible generalizar el resultado 6.12 y obtener una expresiéon analitica
para el valor asintotico de la discordia en el limite de alta temperatura en
funcién de la temperatura en el estado inicial. Utilizando las expresiones
aproximadas 6.10 para los invariantes se puede ver que E;, — 4(¢_ +1/4)?
en el limite de alta temperatura ¢, — co. Como antes, independientemente
de cualquier aproximacion, los autovalores simplécticos son v_ = ¢_ y v, =
¢.. Por lo tanto, la discordia es:

D= f(VB) = f(vs) = f(v=) + f(+/ Erin)
by 1 (6.13)
(%) -ren-rear(2(o-+3))
Como se menciono antes, el término f(¢/2) — f(¢) crece con la tempe-
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Figura 6.13: Discordia en funcién de la temperatura para distintos valores del
estrujamiento inicial. Entorno 6hmico con parametros A = 20 y v = 0,1. Los
parametros del sistema son M =1, Q =1y C}5 = Chs = 0. Acoplamiento
simétrico, estado inicial térmico con ¢_ = 3/2.

ratura alcanzado el valor asintotico — log(2). Entonces en esta aproximacion
la discordia también es una funcién creciente de la temperatura cuyo valor
limite es:

Dy =1 (20 +3) = £ 6:) = ogt) (6.14)

Esta es un funcién decreciente de ¢_ que se anula para ¢_ — oo. Por lo tanto
el ruido térmico presente en el estado inicial disminuye la discordia que un
entorno a alta temperatura es capaz de crear. En la figura 6.14 se compara
este resultado con los obtenidos a partir de las simulaciones. Los datos se
presentan en funcion de la temperatura inicial Ty, que esta relacionada con

la dispersion en el modo — segin ¢_ = %coth <%>7

6.3.4. Entornos sub-6hmicos

Todos los resultados anteriores corresponden a entornos 6hmicos. Para los
entornos super-6hmicos se considera que el sistema no alcanza el equilibrio
con el entorno, como se discutié en las secciones 2.3 y 2.5, y por lo tanto no
son analizados aqui. Resta analizar los efectos de los entornos sub-6hmicos.
Cuando el acoplamiento entre sistema y entorno es simétrico en posiciéon y
momento los resultados para entornos 6hmicos y sub-6hmicos son esencial-
mente los mismos. Las diferencias aparecen cuando el acoplamiento es en
posicion. En ese caso, la particularidad de los entornos sub-6hmicos es que

"Para osciladores no interactuantes, Co = Ci2 = 0, se tiene que Q = w_.
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Figura 6.14: Valor de la discordia del estado asintoético en el limite de alta
temperatura en funcion de la temperatura inicial del modo —. Los puntos
corresponden a las simulaciones numéricas mientras que la curva continua
corresponde a la ecuacion 6.14.
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Figura 6.15: Tipo de mediciéon que minimiza la discordia para el estado asin-
totico. Entorno sub-6hmico con pardametros n = 1/2, A = 20y v = 0,1.
Los parametros del sistema son m = 1, 2 = 1 y (5 = 0. La fase naranja
corresponde a mediciones heterodinas (HT), y la fase celeste a mediciones
homodinas (HM). La fase amarilla intermedia corresponde al caso en que la
medicion que minimiza la discordia alterna entre homodina y heterodina a
medida que pasa el tiempo.
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el estrujamiento r..;; que inducen sobre el modo + no se anula para altas
temperaturas, como si sucedia para entornos 6hmicos, sino que alcanza un
valor constante. La consecuencia principal es que la fase en la que no esta
definido el tipo de medicién que minimiza la discordia no desaparece para
altas temperaturas, como se ve en la figura 6.15. Anadlogamente, para ciertos
valores de estrujamiento inicial las oscilaciones en el valor de la discordia
persisten aun a altas temperaturas, aunque el valor medio se comporta de la
misma manera que en los casos anteriores.

6.4. Evoluciéon de las correlaciones

En esta seccion se analiza la evolucion de las correlaciones desde el ins-
tante inicial hasta que se alcanza el equilibrio con el entorno. Los resultados
fueron obtenidos mediante simulaciones numéricas realizadas como se explica
en la seccion 2.5. Se utilizé un entorno formado por N = 300 osciladores.

Como se discutié anteriormente, el estado inicial es separables con res-
pecto al sistema y al entorno, y el entorno se encuentra en un estado térmico
a temperatura T'. Para el sistema formado por los osciladores 1 y 2 se consi-
deraron dos tipos de estados iniciales: estrujados separables y estrujados de 2
modos. Los primeros se obtienen a partir de un estado térmico aplicando un
estrujamiento U(r) (ecuacion 5.19) a los modos 1 y 2 por separado, mientras
que los tltimos se obtienen aplicando un estrujamiento S(r) (ecuacion 5.73).

. Az_ . ..
En ambos casos se tiene ﬁ o e?". Si la temperatura del estado térmico del

cual se parte es Ty vale que ¢_ = Ax_Ap_ = %coth <%>
En los graficos los estados iniciales separables se indicaran como ‘sep’ y
los estrujados de 2 modos se indicaran como ‘ent’, aunque estos tltimos solo

resultan entrelazados para cualquier valor no nulo de r cuando Ty = 0, es
decir cuando el estrujamiento se aplica sobre un estado coherente.

6.4.1. Acoplamiento simétrico

En la figura 6.16 se muestra la evolucion de la negatividad logaritmica y
de la discordia para dos estados iniciales distintos, uno separable y el otro
entrelazado, ambos con r = 1. La temperatura del entorno es T' = 0. De
acuerdo con los resultados de la seccién anterior, tanto el entrelazamiento
como la discordia para tiempos asintoticos solo dependen del valor de r.
Debido a la interaccién con el entorno se pierde toda la informacion sobre las
correlaciones en el estado inicial, excepto aquella contenida en el modo —.

En este caso la dinamica del entrelazamiento y la discordia es esencial-
mente la misma, aunque no es cierto que durante la evoluciéon la discordia
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Figura 6.16: Evolucion de la negatividad logaritmica (Ey) y de la discordia
(D) cuando la temperatura del entorno es 7" = 0. Se considera un estado
inicial coherente separable (azul) y otro entrelazado (rojo), ambos con r = 1.
Entorno 6hmico con parametros A = 20 y v = 0,1. Los pardmetros del
sistemason M =1, Q=1y C5 = Chs = 0.

~~~~~~~

By (r=1/2)

—— D (r=1/2)

----Epn (r=3/2) —

—— D (r=3/2) | |

| | | | | T T T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Ot

Figura 6.17: Evolucion de la negatividad logaritmica (Ey) y de la discordia
(D) cuando la temperatura del entorno es 7' = 0. Se consideran dos estados
iniciales coherentes separables con r = 1/2 (azul) y r = 3/2 (rojo), ambos
con r = 1. Entorno 6hmico con parametros A = 20y v = 0,1. Los parametros
del sistema son M =1, Q =1y Cp, = 6’12 =0.
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2y ---- En (T/Q=4) | |

— D(T/Q=4)
== By (T/Q=30)
—— D (T/Q=30)

Figura 6.18: Evolucion de la negatividad logaritmica (Ey) y de la discordia
(D) para un estado inicial entrelazado con r = 1 cuando la temperatura del
entorno es T' = 49 (azul) y T' = 3012 (rojo). Entorno 6hmico con parametros
A =20y v =0,1. Los parametros del sistema son M =1, Q =1y Cy =

012 - O

sea funciéon del entrelazamiento o viceversa. Se observa que las correlacio-
nes cuanticas son creadas o destruidas en dos escalas temporales diferentes.
Por ejemplo, cuando el estado inicial es entrelazado las correlaciones decaen
abruptamente en un tiempo que es mucho menor que el tiempo caracteris-
tico del sistema 7 = 27Q L. Luego las correlaciones oscilan con un periodo
comparable a 7 y la amplitud de esta oscilacion decae con un tiempo carac-
teristico dado por 7. El primer decaimiento abrupto se debe al proceso de
decoherencia, que ocurre en un tiempo que en general es mucho menor que
el tiempo caracteristico de evolucion [42].

En la figura 6.17 se muestra la evolucion para estados separables con
distinto estrujamiento, también para T" = 0. Se observa que el valor asintotico
de la discordia aumenta con r, en acuerdo con la figura 6.4.

Mas interesantes resultan los casos donde la temperatura del entorno es
mayor que cero y el estrujamiento inicial es chico, ya que segun los resultados
anteriores en esas situaciones el entrelazamiento se anula en un tiempo finito
mientras que la discordia alcanza un valor asintético no nulo, creciente con
la temperatura. Esto se muestra en la figura 6.18, donde ademas se observa
que al aumentar la temperatura el entrelazamiento muere mas rapido.

Entornos sub-6hmicos y stper-6hmicos

Para entornos sub-6hmicos los resultados son similares, excepto que el
equilibrio se alcanza mas rapido que para entornos éhmicos con los mismos
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Figura 6.19: Evoluciéon de la discordia para un estado inicial separable con
r = 1 para un entorno 6hmico (azul) y uno sub-6hmico con n = 1/2 (rojo).
La temperatura del entorno es T' = 0. Los parametros del entorno son A = 20
y v = 0,1. Los pardmetros del sistema son M =1, Q =1y Cj5 = Ciy = 0.

parametros. La razén es que estos entornos son mas disipativos, como se
discute en la seccion 2.3.1. Esto se muestra en la figura 6.19.

En la figura 6.20 se muestra la evoluciéon de la discordia y el entrelaza-
miento para un entorno super-6hmico con n = 3. Se observan oscilaciones de
las correlaciones a tiempos largos, debido a que el coeficiente de disipacion al-
canza un valor chico comparado con €2, como se menciondé en la secciéon 2.3.1.
Para T' = 0 la dinamica de la discordia es similar a la del entrelazamiento,
pero para temperaturas altas se observan eventos de muerte stbita del en-
trelazamiento mientras que la discordia mantiene un valor no nulo. Ademés
la amplitud de las oscilaciones disminuye con la temperatura del entorno.

6.4.2. Acoplamiento en posicién

Como se discutié en la seccion anterior, al interactuar con el entorno las
correlaciones preexistentes en el sistema se degradan en dos escalas tempo-
rales diferentes. La escala temporal mas corta se debe al proceso de deco-
herencia, que ocurre en un tiempo mucho menor al tiempo caracteristico de
evoluciéon del sistema 7 = 27Q~1. Luego las correlaciones alcanzan el equili-
brio en un tiempo dado por y~!. Una diferencia importante que aparece en el
caso de acoplamiento en posiciéon es que el tiempo en que el sistema decohere
depende si el estado inicial esta estrujado en momento o en posicion, siendo
en este 1ltimo caso comparable a 7, como se puede ver en la figura 6.21. La
razoén por la que esto sucede es que el entorno ‘monitorea’ constantemente la
coordenada ¢, del sistema. Un estado inicial localizado en py (r > 0) repre-
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2 —— D(T=0) ---- En(T=0) |
—— D (T/Q=20) ---- En (T/Q=20)

Figura 6.20: Evolucion de la discordia (D) y la negatividad logaritmica (Ey)
para un estado inicial entrelazado con r = 1 para un entorno stper-6hmico
(n=3) cuando la temperatura del entorno es "= 0 (azul) y 7' = 109 (rojo).
Los parametros del entorno son A = 20 y v = 0,1. Los parametros del sistema
soanl,QzlyCm:éu:O.

Discordia

L | | |
0 r/4 3 4 6 8 10 12 14

Figura 6.21: Evolucion de la discordia para valores positivos y negativos
de estrujamiento inicial para un entorno éhmico cuando el acoplamiento es
solamente mediante posiciéon. La temperatura del entorno es 7" = 0. Los
parametros del entorno son A = 20 y v = 0,1. Los parametros del sistema
son M =1, Q=1y Cj5=0.
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Figura 6.22: La evolucion libre del sistema es una rotacion en el espacio de
fases. Luego de un cuarto del periodo un estado estrujado en ¢, (a) evoluciona
en un estado estrujado en py (b).

senta una superposicion coherente de distintas posiciones ¢, y por lo tanto
pierde coherencia rapidamente. Sin embargo, un estado inicial localizado en
¢+ (r < 0) representa una superposicion coherente de distintos momentos p .
El momento no es el observable monitoreado por el entorno, pero debido a la
evolucion libre del sistema después de un tiempo 7/4 cualquier superposicion
en momento se transforma en una superposicion en posicion, y es en tiempos
de ese orden que el entorno afecta la coherencia del sistema (ver figura 6.22).

En la figura 6.21 se observa ademés que las oscilaciones en la discordia
persisten para tiempos largos, lo cual esta de acuerdo con el anélisis del estado
asintotico, debido al valor no nulo de r..;;. En la figura 6.23 se muestra la
evolucion de la discordia para distintas temperaturas. La amplitud de las
oscilaciones se anula para altas temperaturas. Por tltimo, en la figura 6.24 se
compara la evoluciéon de la discordia y el entrelazamiento para una eleccion
de Ty r tal que el estado asintotico corresponde a la fase SDR. Se observa
que en los intervalos donde el entrelazamiento muere la discordia alcanza
méaximos locales.
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Figura 6.23: Evolucién de la discordia para distintas temperaturas y un esta-
do inicial separable con » = 1. Entorno 6hmico con acoplamiento en posicion.
Los parametros del entorno son A = 20 y v = 0,1. Los parametros del sistema
soanl,QzlyC’u:O.

Figura 6.24: Evoluciéon de la discordia y la negatividad logaritmica para
T = 0,35 y un estado inicial entrelazado con » = 0,15. Entorno 6hmico
con acoplamiento en posicion. Los parametros del entorno son A = 20 y
v = 0,1. Los parametros del sistema son M =1, Q =1y C5 = 0.
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Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis se ha estudiado la evolucion de las correlaciones cuanticas
en un sistema bipartito abierto. Se consider6 un modelo sencillo en el cual
sistema y entorno estan formados por osciladores armoénicos. A pesar de su
simplicidad, resultados previos donde se estudia la evolucion del entrelaza-
miento en el mismo sistema indican que las correlaciones cuanticas presentan
una amplia variedad de comportamientos|2|. Este trabajo se centré princi-
palmente en la evolucion de la discordia cuéntica, una nueva medida de co-
rrelaciones més general que incluye al entrelazamiento. Si bien todavia no se
conoce una forma de calcular la discordia en sistemas de variable continua,
pocos meses antes de comenzar este trabajo fue presentada una aproximacion
llamada ‘discordia gaussiana’. Esta fue la medida de correlaciones utilizada,
cuya evolucion y comportamiento se compard con los resultados conocidos
sobre el entrelazamiento.

En primer lugar se analizaron las correlaciones cuénticas del sistema en
el estado asintotico, es decir en el estado de equilibrio con el entorno. Se
encontr6 que para entornos a alta temperatura la discordia gaussiana es una
funcién creciente de la temperatura, y que estid acotada por un valor que
coincide con la entropia méxima de un sistema de dos niveles. Esto sucede
independientemente de cuales sean las correlaciones presentes en el estado
inicial. Este comportamiento es muy diferente de lo que sucede con el entre-
lazamiento, ya que el mismo siempre desaparece para temperaturas suficien-
temente altas. También se analiz6é qué tipo de medicién minimiza la discordia
del estado asintotico. Se mostré que si el estado inicial es mixto disminuye
el méximo valor que puede alcanzar la discordia para altas temperaturas del
entorno. Por tltimo, mediante simulaciones numéricas se estudio6 la evolucién
temporal exacta de las correlaciones cuanticas desde el estado inicial hasta
que se alcanza el equilibrio, encontrando acuerdo con las predicciones que
surgen del analisis del estado asintético.
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Los resultados obtenidos plantean algunos interrogantes. El anélisis previo
sobre el entrelazamiento muestra que la accién de un entorno comin es capaz
de crear correlaciones cuanticas entre las partes del sistema, atin cuando en
el estado inicial estas estén completamente descorrelacionadas. Sin embargo,
esto sucede so6lo cuando la temperatura del entorno es baja. El hecho de que
la discordia gaussiana del estado asintotico para altas temperaturas no sélo
no se anule, sino que crezca con la temperatura hasta cierto valor maximo
es sumamente anti-intuitivo. Probablemente este comportamiento sea un in-
dicador de que la discordia gaussiana no es una buena aproximacion a la
discordia. En principio la discordia gaussiana s6lo provee una cota maxima
de las correlaciones cuanticas. Esto se debe a que la optimizacion sobre todas
las mediciones posibles sobre un subsistema que se requiere para el calculo
de la discordia es restringida solamente al conjunto de las mediciones gaus-
sianas. Hasta el momento no existe ninguna prueba de que las mediciones
gaussianas minimicen la discordia de estados gaussianos. Tampoco existe un
contraejemplo.

Pocos dias después de haber comenzado esta tesis fue presentado un tra-
bajo en el que se estudiaba la evolucion de la discordia y otras medidas de
correlaciones para el mismo modelo[38]. En ese trabajo se observan com-
portamientos similares a los presentados aqui, pero el analisis tiene algunos
puntos débiles. En primer lugar la evoluciéon del estado del sistema no se
resuelve exactamente sino que se utiliza la aproximaciéon de acoplamiento dé-
bil. En esta aproximacion no se observan comportamientos interesantes como
por ejemplo la generacion de entrelazamiento a partir de un estado inicial
separable para temperaturas bajas. Solo se observan oscilaciones temporales
de las correlaciones cuando el cut-off es menor que la frecuencia caracteris-
tica del sistema, la cual es una situacion no fisica. Ademas solo se analiza
la evoluciéon de las correlaciones a tiempos cortos y no las presentes en el
estado asintotico. Tampoco se analiza cuél es el efecto de la temperatura del
entorno: todos los resultados presentados corresponden al caso de alta tem-
peratura. El trabajo realizado durante esta tesis supera estos puntos y hasta
el momento es el analisis mas completo del comportamiento de la discordia
en sistemas abiertos de variable continua.

Como trabajo pendiente quizas lo méas interesante sea tratar de investigar
hasta qué punto la discordia gaussiana aproxima a la discordia general. Una
forma de hacer esto podria ser intentar expresar en términos de los estados
gaussianos bipartitos alguna condiciéon necesaria y suficiente para la nulidad
de la discordia, como por ejemplo la condiciéon dada por Shabani y Lidar en
[31]. La discordia gaussiana se anula si y s6lo si no existe ningin tipo de
correlaciones entre los subsistemas, lo cual en principio parece una condi-
cion demasiado restrictiva. Otro punto pendiente es el de analizar, al menos
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numéricamente, como se modifican los resultados si se consideran estados
iniciales donde sistema y entorno estan correlacionados, o si los osciladores
del sistema no son resonantes.
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Apéndice A

Ecuaciones maestras

Forma general de un propagador gaussiano

La forma mas general para una funciéon gaussiana de las coordenadas
{z, 2 xo, 2} es:

B F G K X
F C L M Y
J(l’,x/,ﬂmo,xé),to):AeXp (X Y X Yb) G L D N Xo
K M N FE Yo
(A1)

donde se utilizan las coordenadas X =z + 2/, Y = o — 2/, Xy = x¢ + x|,
v Yo = yo + y,. La dependencia temporal esta contenida en los coeficientes
A...N. No toda funciéon de esta forma se corresponde con una evoluciéon
temporal valida. En principio deben cumplirse estas dos condiciones:

1. Se preserva la hermiticidad, es decir:
p5(0) = ps(0) = pk(t) = ps(t) (A.2)
2. Se preserva la traza:

Tr(ps(t)) = Tr(ps(0)) (A.3)

Estas condiciones permiten restringir los coeficientes A ... N. De la condicién
(1) se deduce que los coeficientes F',/X,L y N son imaginarios y el resto son
reales. De la condicion (2) surge B =D =G =0y A = —iK/(2m). Por
lo tanto el propagador gaussiano mas general que respete estas condiciones
puede ser escrito asi:

b
J(X, Y, 1] X0, Yo, to) = o2 emon¥ e homaniiy

ei(61XY+b2XOY—b3XYO—b4XOY0)

(A4)
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A partir de este propagador se puede obtener la siguiente ecuacion maestra:

A A

b= alp, {#, p}] + iBle* o] — A (2 [2, pl)+

2h
. . A5)
lO/ . . 5 A . ,7/ o 2/8/ o (
+ o5 (8 AD P} + o (2,18, 2] = 3 [P [P pl] + 5 107 /)
Donde los coeficientes son:
b baby
by bsby
A A
by — [ 2B )y, 4 A
f=b <52+bg> L hab
. - ajeby . b . by 2 - ajg (b 2 52 - ap by
= —b — — — b— | =] —= 2by——
Y = an 2b2b3 +a12b3 22 <b3) + 4b2 <bg> b2a11+ 4b2 bs
;12 12 . 2b - 2a190; 54011
0 = —by—— + — — 40 2
by s 2 T T T,
bbb
bg b2b3
by
/ —_
b b3bsy
,:@ byais
TER T b
(A.6)

Ecuacion maestra para el movimiento browniano
cuantico con acoplamiento simétrico en posiciéon
y momento

Se considera el hamiltoniano H = Hg + Hg + H;,;, con:

2 2,..2
P mwx
He =2
S=om T T2
N 2 2 9
s MpW(q
H: n nin
E ;anr 2 (A7)
N D N T
Hi =2 Y Cngn + Cp——



Cuando ¢, = ¢, se obtiene la siguiente ecuacién maestra para pg:

) =[5 + 09 (0) i, p(0)] = D) [, [, ] + — [ [ 1))~

(A.8)
- Zﬁ/(t)([l” {p7 /O}] - [pv {x> ,0}])
Donde Hg = 2mw2 + 22~ Los coeficientes son:
02 (t) m/ )sin(wt') — n(t)cos(wt’)dt!
() = —— /0 () cos(wt') + n()sin(wt)dt (A9)

D(t) = /0 v(t)sin(wt") + v(t)cos(wt')dt’

Los nucleos n(t) y v(t) son los mismos que en el caso de acoplamiento en
posicion (ecuacion 2.15), mientras que 7j(t) y o(t) son':

i(t) = /0 " J(w)cos(wh)dw b(t) = /0 " J(w)eoth (%“’) sin(wt)dw

(A.10)
Siendo J(w) la densidad espectral del entorno (ecuacion 2.16). A partir de la
ecuacion maestra se derivan las siguientes ecuaciones de evolucion para los
segundos momentos de x y p:

45 = ~ MO {r.p}) — 5O ) +2D(0)
te?) = g oY) = 406 + 25 s (A1)

il p) = 70 0%) — 2O = 4 (D).}

Estado asintético general

Resulta conveniente calcular primero la matriz de covarianza en funcién
de las coordenadas (x4, py,x_,p_), con x4 = \/Li(mlj:xg) y Py = %(pl +ps),
y luego hacer el cambio de base a las coordenadas (x1, p1, xa, p2).

La evolucion libre del modo — estéa representada en el espacio de fases
dado por las coordenadas (z_,p_) mediante la rotacion:

E(t) = ( cos(wt) Sm(”t)) (A.12)

—m_w_sin(w) cos(w_t)

IEstas expresiones son vélidas a 29° orden en las constantes de acoplamiento
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Siempre puede elegirse el instante inicial de modo que Cov (z_,p_) = 0, es de-
(Az_)? 0

0 (Ap-)? ) :
Por lo tanto la matriz de covarianza para el modo — en un tiempo ¢ arbitrario

sera:

cir que la matriz de covarianza del modo — sea diagonal: o_(0) = (

o (t) = E(t)o_(0)ET(t) = (“(t) C(t)) (A13)

donde los elementos de matriz son:

a(t) = cos*(w_t)(Axr_)? + sin®(w_t) ( Ap_ )2

b(t) = (m_w_Ax_)?sin*(w_t) + (Ap_)gc_os;(w_t) (A.14)
c(t) = cos(w_t)sin(w_t) (iﬁf:)_ —m_w_ (Aw_))

La matriz de covarianza del modo + en el estado asintotico esta dada por
las ecuaciones 2.19 o 2.23, segtn sea el acoplamiento en posiciéon o simétrico.

Por lo tanto: ( ¢
A$+ 0
o, = A.15
+ ( 0 (Aer)Q) ( )
A partir de la ecuacion maestra se puede ver que las correlaciones entre

el modo + y el modo — se anulan en el estado asintético®. Por lo tanto la
matriz de covarianza para las coordenadas (z4,py,r_,p_) es:

(Azy)? )
oL (t) = (Ap+) (A.16)

Y haciendo el cambio de base a las coordenadas (x1, p1, x2,p2), dado por la

matriz A = \/Li (1 1) se obtiene la matriz de covarianza:

19 = AO':EAT =

Az +alt)  elt)  (Aw-alt)  —c()
e @prabn) ) (A —b(0)
Az —at)  —ct) (a4 c(t)

“oft)  (Ap)?—b(t)  elt)  (Apa)P+b(e)

2Se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales lineales para los elementos de matriz
de la forma v = Cwv, donde los autovalores de la matriz C siempre tienen parte real
negativa.
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Apéndice B
Propiedades de la discordia

Aqui se repasan las demostraciones dadas en [1] en relacion a las pro-
piedades basicas de la discordia, para el caso en que se realizan mediciones
proyectivas sobre espacios unidimensionales. Las diferencias que aparecen pa-
ra mediciones mas generales son comentadas en [1]. La notacion es la misma
que la de los capitulos 3 y 4.

Lema 1. Sean las probabilidades {p,,} y los estados {p,} con soporte en
subespacios ortogonales (pmpn =0 si m # n). Entonces:

S (Z pm/)m> = H({pm}) + mes(pm)

La demostracion se puede consultar en [19].

Lema 2. Sea un estado ps y p& = > 1B pg 115 la matriz densidad que
resulta de realizar la medicion 112 = 1 @ M,, sobre el sistema B, siendo
{M,,} proyectores unidimensionales. Entonces

S(AIB)qar,y = S(ps') = S(p) (B.1)
donde pM = Tra(p).

Es decir que la entropia condicional local definida en 4.15 para una medi-
cion {M,,} es igual a la entropia condicional cuantica (ecuacion 3.12) sobre
la matriz densidad que resulta luego de la medicion.

Demostracion. p¥ =3 TIE ps TIEB =" py pm con py, = Tr(IIE psIIB) y
P = [% B 1B . Si los proyectores { M, } son ortogonales vale que py,p, = 0
si m # n. Entonces, segin el lema 1:

S(pg/[) = H({pm}> + mes(pm)
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Ademés S(pm) = S(pam ® M) = S(pajm) pues S(M,,) = 0. Por otro lado,
P =3 pmM,, y por lo tanto H({pn}) = S(p} ). Entonces se tiene:

S(pg/[) = H({pm}> + mes(an)
= H(p]g) + mes(pA\m)

El dltimo término coincide con la definicion de S(A|B)a,,} (ecuacion 4.15),
por lo que se obtiene B.1. O

Lema 3. Con ps y pY como en el lema anterior, vale que:
ps = ZPiUz‘PsUiT (B.2)

Donde {p;} es una distribucion de probabilidad y U; es un conjunto de ope-
radores unitarios locales.

La demostracion es la generalizacion directa del ejercicio 11.20 de [19].
Ademaés en este caso se puede ver que como la medicion que se efectiia sobre
ps es una medicion local, los operadores U; también son locales.

Teorema 1. B(A : B){m,y > 0.
Demostracion. A partir del lema 2 se tiene que:
D(A: B)as,y = S(AIB)as, — (S(A, B) ~ S(B))
= S(ps') — S(pr) — (S(ps) — S(pp)) (B.3)
= S(AIB),u — S(A[B) g

A partir de la concavidad de la entropia condicional S(A|B) (ecuacion 3.16)
y de la descomposicién B.2 para pi se tiene:

S(A|B>p§{ = ZpiS(A|B)UiPSUi (B4)

Pero S(A|B)u,psv, = S(A|B),, debido a que las transformaciones U; son
unitarias y locales. Por lo tanto S(A[B),u > S(A|B),, y entonces D >0. O

Teorema 2. La discordia se anula si y solo si existe una medicion local que
no perturbe el estado, es decir:

B(A : B){Mm} =0 <<= ps= pg/[ = Zﬂﬁ pPs Hﬁ <B5)
Para ciertos proyectores M,,, con 18 =1 @ MPE.
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Demostracion. La implicacion < es trivial a partir del lema 2. Para probar
la otra implicaciéon se puede escribir sin perdida de generalidad:

p5:p§4+p’:ZHﬁpSHﬁ+p’ (B.6)

m

Lo que se desea probar es que p' = 0, dado que B(A : B)¢m,,y = 0. Las
matrices ps y p¥ son iguales dentro de los subespacios sobre los cuales pro-
yectan los operadores I1Z | y por lo tanto p’ se anula en los mismos. Si {|a;)}
es una base de Ay {[b]")} es la base del subespacio de B sobre el cual pro-
yecta M,,, entonces las componentes de p’ son (p')77 = (b a;|p'|b]a;), que
por lo anterior se anulan para m = n. Para m # n las componentes de p¥
son nulas y por lo tanto (ps)iin, = (0')i}p, Si fuera p’ # 0 entonces se tiene
que (p')77 . # 0 para ciertos {i, j, p,q,m,n}. Siempre se puede suponer que
1 # j, ya que estas componentes pueden ser mezcladas mediante un cambio
de base de A que no afecta el valor de la discordia. Se considera la matriz
densidad pg que resulta de remover en pg el elemento no nulo {4, j, p, ¢, m,n}
y su complejo conjugado. De forma similar al resultado del lema 3, es posible
obtener pg mezclando distintas transformaciones unitarias de pg. En parti-
cular, vale que ps = 3(ps + UpsU), donde U es la transformacion unitaria
que cambia el signo del elemento {i,j,p,q, m,n}. Por la concavidad de la
entropia se tiene S(pg) > S(p) y, como el elemento que se removié no esta

sobre la diagonal (i # j) vale que pp = Tra(ps) = Tra(ps) = pp. Entonces:
S(ps) = S(ps) < S(ps) — S(ps) (B.7)
Y ademés, debido a la concavidad de la entropia condicional:
S(ps) — S(ps) < S(ps') — S(py) (B.8)

Por lo tanto se obtiene que B(A . B)¢um,,y > 0, lo cual contradice que
D(A: B)a,y = 0. O
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Apéndice C

Estados gaussianos

Representacion unitaria de transformaciones sim-
plécticas

Aqui se muestra que las transformaciones simplécticas en el espacio de
fases estan relacionadas con las transformaciones unitarias generadas por
polinomios de 29° orden los operadores de posicion y momento. Usando la
notacion del capitulo 5, se llama R = (Gy, p1, G2, P2, -, Gn, D)L al vector que
agrupa los operadores de posicién y momento. Si f(R) es un polinomio de
290 orden' en lo operadores R}, se puede ver que la transformaciéon unitaria
U = e/(B) transforma cada operador R en una combinacién lineal de todos
los demas, es decir:

L =URUT =Y CuR, (C.1)
l

donde C}; son algunos coeficientes que se agrupan en una matriz C. Esto
se deduce facilmente aplicando el lema de Hadamard?. Ademas, como la
transformacion U es unitaria se tiene que (R}, R)] = U[Ry, RJUT = iQ (ver
ecuacion 5.5). Por otro lado, segtun la ecuacion C.1 se tiene que [R}, R)] =
> Ciom [ Rons Ri)Cl, = i(CQCT ). Por lo tanto CQCT = Q y entonces la
matriz C que representa la transformacion U en el espacio de fases dado por
las cuadraturas R; es una transformacion simpléctica. Ademas, a partir de
la relacion lineal entre R’ y R se puede ver que si p es un estado gaussiano
o' = UpUT también lo es.

INo se consideran términos lineales en f, los cuales solo generan desplazamientos.
Ademas los coeficientes deben ser tales que f sea hermitico.
2eXYe X =V + [X, Y]+ §[X, [X, Y]] + &[X, [X, [ X, Y]] + - -.
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Autovalores simplécticos

Los autovalores simplécticos de una matriz de covarianza o de N modos
se pueden calcular como el modulo de los autovalores ordinarios de la matriz
iQo. La demostracion es como sigue. Si v = diag(vy, 1, V2, Vs, .., UN, UN)
es la forma normal de o, entonces o = STvS para alguna transformacion
simpléctica S. Como S es simpléctica, ST también lo es y entonces {2 =
510817, Multiplicando las tltimas dos igualdades se obtiene que Qo =
S~1QuS. Entonces las matrices Qo y Qv estan relacionadas mediante un
cambio de base y por lo tanto sus autovalores son los mismos. A partir de la
ecuacion 5.5 se ve que los autovalores de Qu son {£iv}, lo que completa la
demostracion.

Estados térmicos estrujados

La matriz de covarianza que resulta de aplicar la transformacion 5.73 a un
estado térmico descorrelacionado representado por la matriz de covarianza

_ (nl .
Og) — ( V2]l> €S:

donde:

a = vy cosh?(r) + vy sinh?(r)
b = vy sinh®(r) + v, cosh?(7r) (C.3)
¢ = —(v1 + 1) sinh(r) cosh(r)
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