Temas avanzados de termodinamica y fisica estadistica — ler. cuatrimestre de 2015
Guia 3: Algunos procesos estocdsticos y un ejercicio con integrales de caminos
1. Para un proceso de Markov, demostrar que todas las densidades de probabilidad conjunta de n tiempos,
pn(T1,t1; X, to; . . . Ty, ty,), pueden construirse a partir de p(z,t) y p(z,t|a’,t'), cont > t'. [Para

fijar la notacién, p(z, t|2’, ') significa “la probabilidad (o densidad, segin el caso) de que el estado del
sistema sea x a tiempo ¢ dado que era 2’ en el tiempo anterior ¢'.]

2. Por definicién, en un proceso de Markov la densidad de probabilidad condicional satisface
p(l’n, tn‘xn—lu tn—l; Tn—2, tn—2; -3 Zo, tO) - p(xna tn|xn—17 tn—1)7 donde tn Z tn—l 2 cee Z tO-

Esto significa que inferencias sobre el estado actual del proceso dependen sé6lo del pasado inmediato.

(a) Aunque esto parece distinguir una direccion del tiempo privilegiada, demostrar que vale la propiedad
reciproca: inferencias sobre el estado actual del proceso dependen sélo del conocimiento de su
futuro inmediato; es decir:

P(l’n, tn‘anrla thrl; Tn+2, tn+2; <o s Tndms thrm) = p(l’n, tn’xn+17 tn+1>7
dondet, <t,11 <...<thim.-

(b) Suponga que el sistema es observado en t; en el estado =z, y en %, en el estado x,. Los
estados intermedios no son conocidos. Interesa hacer inferencias acerca del camino que sigui
el sistema entre los dos estados observados. Para eso, dé explicitamente p(xy, tx|xo, to; Tn, tn),
donde t,, > t; > ty, en términos de las probabilidades de transicion directas, es decir de pasado a
futuro. Generalice a n — 1 estados intermedios entre £y y t,.

3. (a) Demostrar que las densidades de probabilidad condicional de tipo gaussiano y de Cauchy,

. (I—I,)Q
palz, tlz’ ) = m exp [—m] ,

(t—t)/m

t—1)2 4 (x —a')?’

satisfacen la ecuaciéon de Chapman—Kolmogorov,

pc(l‘,t’[[’l,t/) = ( (1)

p(x2, ta|zo, to) = /d$1 p(xa, ta]x, t1)p(x1, t1]20, To), (to < t1 < ta),

y que para t’ — ¢ ambas tienden a §(x — ).

(b) Demostrar que las densidades condicionales anteriores son compatibles con las siguientes densi-
dades de probabilidad de un tiempo, segtn el caso,

—x2 /2t t/
(& T
pa(z,t) = Nk pe(z,t) = Ty

Compatibles significa que

p(xa,ts) = /dxl p(xa, ta]x, t1)p(x1, t1).



(c) Demostrar que para el proceso gaussiano definido por pg(z, t|z',t') y pa(z,t), resulta
(x(t1)x(ty)) = min(ty,ts).

(d) Parahacer en la computadora. Bastan unas pocas lineas para generar caminatas al azar de acuerdo
a las dos distribuciones anteriores. Suponga que una particula parte del origen en ¢ = 0. A
partir de un generador de nimeros aleatorios obtenga la posicién en tiempos sucesivos, At, 2At,
etc. (Muchos programas ya tienen definido el generador gaussiano. En todo caso, cualquier
distribucién puede obtenerse a partir de la distribucién uniforme en el intervalo 0,1. Ver la
Guia 1.) El paso temporal no necesita ser pequefio, porque se usan las densidades condicionales
exactas, (I)). Variando el paso, lo que uno consigue es construir trayectorias con mayor o menor
definicién temporal, lo que equivale a filmar a la particula con mayor o menor cantidad de cuadros
por segundo. Note que no importa qué tan pequeiio sea el paso temporal, las trayectorias nunca se
suavizan. ;Qué caracteristica muy clara distingue la caminada segin Gauss de la caminata segin
Cauchy?

Un ejercicio de integrales de caminos

Durante la practica se calculd la integral de caminos

I = <exp {/Ot dr f[x(7),7’]}>z(0):0 = /x(o):?x Plx] exp {/Ot dr flz(r), T]} ,

donde z es un proceso de Wiener y la densidad de probabilidad respecto de la que se calcula el promedio esta
sujeta a la condicion z(0) = 0. Ademds, se consideraron exclusivamente funciones de la forma

f(@,7) = Ap(r)a*.

En clase, la integral de caminos se calculé como un limite, discretizando la integral de f[z(7), 7] y dividiendo
cada camino que va entre 0 y ¢, en n tramos,

(7_07 7—1)7 (7—17 7_2)7 R (Tn*b Tn)?
contg =0, =A, 7 =2A,...,7, =nA =t,siempre con 7;,1 — 7; = A. Asi
I = lim I,,
n—oo

donde

n

I, :/ dx; p(fl?an;an,Tnfl;-~-§SU1,7'1\SUO =0,7 IO) exp A2f<xi77i)
—0 \j=1

i=1

Aqui

p(%ﬂ'n;ffn—lﬂ'n—l; cee ;$177'1|270,7'0) =

P(In; Tn|$n—17 Tn—l) p(l’n—h Tn—1|Tn—2, Tn—2) .. -p('rly t1|I0, 7_0)7



1 (517i+1 - ﬂfi)2
p($i+177—i+1|xi77—i) = W exXp —T .

En clase se demostré que I = D(0)~'/2, donde D(7) es la solucién del problema de contorno
D"(t)+ Mp(7)D(7) =0, D({)=1, D'(t)=0.
La relacion fundamental para llegar a este resultado es la formula de la integral gaussiana

00 n n n 1/2
s
Hdmi exp (— g Ml-jxl-x]) = ( > )
/oo (i:l ) detM

,j=1

Con pequeiias diferencias, el cdlculo hecho en clase sigui6 el paper de I. M. Gel’fand y A. M. Yaglom: J.
Math. Phys. 1, 48 (1960).

El ejercicio. La idea ahora es calcular el promedio fijando también el extremo final. Es decir, usar como
densidad para los caminos de n tramos la densidad condicional

P(Tr—1, Tn1; Tn—9, Tn—2; - - . ; T1,71|xg = 0,79 = 0y 2, = X, 70, = 1).

Las trayectorias parten del origen a tiempo igual a 0 y llegan a X a tiempo ¢. (Antes X se dejaba variar
libremente.) Para mayor sencillez en los cdlculos, y para poder comparar mejor con los resultados del paper,
tomaremos como densidad una version no normalizada de la anterior,

P(Tn—1, Tne1; Tn—2, Tn—2; - - . ; T1, T1|T0, T0; X, t) =

P(Tn—1, Th—1; Tn—2, Tn—2; - - . ; T1, T1|To, T0; X, t) p(X, t|xo, 70).  (2)

El dltimo factor es una constante, de modo que es invisible para todas las integrales. Entonces, por definicion,

¢
I= <exp{/ dr f[x(T),T]}> = lim I,,
to (mo,to;X,t) n—reo

vamos a calcular

donde

oo [n—1
In:/ Hd%’ P(Tn_1, Tn-1} Tn—2, Tn—2; . . . ; T1, T1|T0, To; X, t) exp
—o0 \j=1

i=1

Siempreestg =79 =0y xg = 0.

a) Demostrar, calculando las probabilidades condicionales escritas mds arriba, que la tnica diferencia
entre la expresion anterior y el cédlculo hecho en clase es que, antes de tomar el limite, la variable
r, = X no se integra,

0o [n—1
I, = / (H d%’) p(T1, T3 T2, Tos oo .3 T, Tn|To = 0,79 = 0) exp
— \i=1

=1



Ahora bien: todos los caminos sobre los que se promedia parten de o = 0 en ¢ = 0 y terminan en x,, = X
en 7, = t. Como =, est fijo, el término (z,, — ,,_1)? que aparece en uno de los exponentes da lugar a un
factor proporcional a Xz, que es lineal, y no cuadratico, en las variables de integracion. Debera usarse
entonces una generalizacion de la integral gaussiana dada antes, a saber

0o n n n n 1/2
m
/_OO (il dxz> exXp (— E Mijflfil’j + ZE 1 Oéil‘i> = <det M) exp

ij=1

Recordar la férmula para la matriz inversa (M~"),; = Cj;(det M)~", donde Cj; es el cofactor del elemento
17 de M. Como casi todos los elementos de M y del vector a son cero, calcular estas cosas no es demasiado
complicado. El punto crucial para avanzar en el cdlculo es absorber dentro de la definicién de las matrices
los factores A que no se cancelen. Por ejemplo, si aparece A det M, escribir eso como det M, donde M se
obtiene multiplicando por A la ultima fila de M. De un modo muy parecido a lo que se hizo en clase, o a
lo que figura en el primer ejemplo en el paper de Gel’fand y Yaglom, se demuestra que en el limite en que

A — 0 el célculo de la integral se reduce a la solucién de un problema de contorno.

b) Completar todos los pasos que llevan a la ecuacién (1.29) del paper de Gel’fand y Yaglom. Luego
considerar en particular el caso p = 1, es decir, f(x,7) = A\z?, y completar los pasos que llevan a la
ecuacion (1.31).

¢) Mostrar explicitamente que si se integra en X se recupera el resultado al que se llegé en clase, que
corresponde a la ecuacion (1.18) del paper,

/ dXI,=1,.

[e.o]



