Temas avanzados de termodinamica y fisica estadistica — ler. cuatrimestre de 2015

Guia 6: Relaciones de trabajo cldsicas

Problema 1. El sistema unidimensional de la figura consiste en una particula de masa m y en dos resortes de
masa despreciable, longitud natural nula y constante eldstica k = mw?.

poom k ()
A MWV ORNANNAN2B —
=0 (1) L(t)

La particula sélo se mueve en el eje horizontal, entre mas y menos infinito. EI punto A estd fijo en el origen.
La posicién del punto B puede controlarse externamente y es una funcién dada del tiempo, L(t). Parat < 0,
L(t) = L, y el sistema estd en equilibrio térmico con un reservorio a temperatura 1/kp/3. Para 0 < t < t;
el sistema se afsla del reservorio y L(t) varfa entre L(0) = L; y L(t;) = L. La funcién L(t) estd fijada de
antemano, pero aparte de eso es arbitraria. Se trata de verificar la identidad de Jarzynski,

(") = e PRF, (1)
y la identidad de Crooks,
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Aqui AF = F(B,Ls) — F(B,L;) es la diferencia entre las energfas libres del sistema en equilibrio a
temperatura 1/kp /5 cuando L = L;y L = L,. Cada realizacién del proceso depende del estado microscépico
inicial del sistema, es decir, de la posicidn z, de la masa m y de su impulso py en ¢ = 0, que son variables
aleatorias. Si el punto B estd fijo en L y el sistema estd en equilibrio térmico, la densidad de probabilidad de
las variables xg y py estd dada segtin el ensamble candnico:
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donde Z es la llamada funcién de particion,
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La energia E(xg, po) es la energia del sistema para una posicion x, de la particula y un impulso py,
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A su vez, la conexion entre la estadistica y la termodindmica viene dada a través de la ecuacion
—BF(B,L) _
e BFB.L) — Z(B,L).

Volviendo a las expresiones (I)) y (2), la convencion es que el trabajo es positivo si el sistema recibe energia
y negativo si el sistema entrega energia. El agente que realiza el trabajo es la fuerza F' aplicada en el punto
B,y que depende de L(t) y x(t),
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donde

Fla(t), L(t)] = mw? [L(t) — x(t)].

m Para verificar la identidad de Jarzynski es necesario comparar el promedio
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con esta otra cantidad
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Ademds, para calcular el trabajo es necesario conocer x(t) para cada condicién inicial. La posicién de la
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particula satisface la ecuacion diferencial
i(t) = w? [L(t) — 22(t)] = &(t) + wiz(t) = W L(t),

donde w2 = 2w?. A partir de aqui lo que resta es encontrar z(t) = z(t, g, po), calcular el trabajo entre
t = 0yt =ty para una funcion arbitraria L(t), hacer el promedio (que se reduce a calcular dos integrales
gaussianas, una en pg y la otra en z) y verificar que, luego de una serie de cancelaciones providenciales, se
obtiene e~ AL,

Como nota préctica, para simplificar los calculos conviene reducir, integrando por partes, todas las integrales
en donde aparezca L(t) a integrales en donde aparezca s6lo L(t) y acaso L; y Ly. Por otro lado, muchas
veces aparecen las expresiones
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C = / dt L(t) cos wot, S = / dt L(t) sin wyt,
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de manera que conviene usar esta notacion abreviada.

m Para verificar la identidad de Crooks es necesario calcular la densidad de probabilidad de W, tanto para el
proceso directo, pr, como para el proceso inverso, pr. Como W es una funcién de las variables aleatorias x
y Po, su densidad de probabilidad viene dada por la férmula de la Guia 1:

p(W) = /dpodxg P(z0,p0) 6 [W — W (0, po)]-



Para el proceso inverso el trabajo debe ser calculado usando el protocolo inverso, dado por Lg(t) = L(t;—1).
Una de las integrales siempre serd facil de hacer usando la delta de Dirac, y la otra integral serd una gaussiana.
En resumen, lo que hay que hacer es calcular por separado pr(W) y pr(—W), hacer el cociente y mostrar

que da igual a e?(W=4F),

Para terminar el ejercicio, elija valores para m, w y ¢y, y alguna o algunas funciones L(¢) y grafique las
densidades pp (W) y pr(—W).

Problema 2. Se trata de verificar las dos identidades (1)) y (2) para el sistema unidimensional que muestra la
figura.

En un cilindro hay una particula ultrarrelativista; un fotén, por ejemplo. Su energia es £(p) = |p|c, donde p
es el impulso y ¢ la velocidad de la luz. La velocidad de la particula siempre es c. La base del cilindro esta
fijaen x = 0, y sobre el otro extremo puede moverse un pistéon. La particula se mueve sélo en la direccion
horizontal, rebotando entre los dos extremos del cilindro. Para ¢ < 0, el piston estd fijo en L(t) = L; y el
sistema se encuentra en equilibrio térmico a temperatura 1/kg/3. En ¢ = 0 se afsla al sistema y el pistén
comienza a moverse con velocidad constante u < c hacia la derecha. A tiempo ¢ el movimiento del pistén
cesa. Durante el movimiento del piston se realiza un trabajo W, que puede calcularse como la diferencia
entre la energia final e inicial de la particula. Para una expansion el trabajo serd negativo, y positivo en una
compresion. Notar que cada choque con el pistén movil afecta la energia de la particula segin las mismas
leyes que valen para la frecuencia de la luz que se refleja perpendicularmente en un espejo movil,
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Este problema es mds simple que el que se comentd en clase (particula con distribucion maxwelliana de
velocidades), puesto que la velocidad de la particula ultrarrelativista es constante. El trabajo dependeré del
numero de choques de la particula con el pistén entre t = 0y Z¢, lo que a su vez depende de la posicién de la
particula en ¢ = 0 y del sentido en que se mueva, hacia el piston o hacia la base del cilindro. La densidad de
probabilidad para el estado inicial de la particula, en equilibrio a temperatura 1/kg[3, es

1
P(x0,p0) = hZ(B. 1)

6—50|p0|7

donde
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El problema tiene una primera parte cinemdtica, que consiste en determinar el nimero de choques de la
particula con el piston en movimiento. Para simplificar el tratamiento en el caso en que py < 0 (particula que
se mueve hacia la izquierda inicialmente), conviene usar la simetria del problema y suponer que z, puede
tomar valores entre —L; y L; y que py toma valores siempre mayores que cero. Una particula que parte de
xp > 0 con py < 0 es equivalente a una que parte de —zy < 0 con impulso —p, > 0. Lo que puede verse
mas o menos rdpido es que para cada valor de t; habrd condiciones iniciales que produzcan n choques y
otras que produzcan n — 1, y que para cada valor de n habrd un intervalo (7,_1,7,) tal que si ¢; pertenece
a ese intervalo la particula choca o n — 1 o n veces con el piston. No es muy dificil ver que serd necesario
calcular la funcion t,,(xy) que da el tiempo del choque n—ésimo si la particula parte de x. Para calcular las
integrales sobre pg y x¢ lo tnico que habra que hacer es dividir el intervalo de integracién [—L;, L;] segin el
punto z, que marca la transicién entre n — 1 y n choques. No deberia ser demasiado complicado verificar
asi la identidad de Jarzynski. Muchos cdlculos pueden simplificarse graficando claramente en un diagrama
espacio—tiempo la posicion del piston y la trayectoria de la particula para varias condiciones iniciales.

La identidad de Crooks se comprueba calculando pr y pg a través de la formula de cambio de variables
aleatorias, de zo y pg a W (x¢, pp). Como para cada tiempo ¢ puede haber n — 1 o n choques, las densidades
se escriben como sumas de dos términos, y cada término es proporcional a la longitud del intervalo de x que
lleva a uno o a otro nimero de choques.

El caso cuasiestatico (v < c) puede ser resuelto como en Physical Review E 75, 021116 (2007), sabiendo
que el invariante adiabdtico para particulas relativistas en una dimensién es pL, de modo que, para el proceso
directo, W = (L;/Ly — 1)cpo. Muestre explicitamente que valen las identidades de Jarzynski y Crooks
calculando (e=""') y las densidades pp(W) y pr(—W). (Cémo se relacionan estas densidades con las
obtenidas a partir del primer método?



