
Teoría Avanzada de la Termodinámica − 1er. cuatrimestre de 2018

Guía 5: Relaciones de trabajo clásicas

1. El sistema unidimensional de la figura consiste en una partícula de masa m y en dos resortes de masa
despreciable, longitud natural nula y constante elástica k = mω2.

La partícula sólo se mueve en el eje horizontal, entre más y menos infinito. El punto A está fijo en
el origen. La posición del punto B puede controlarse externamente y es una función dada del tiempo,
L(t). Para t < 0, L(t) = Li y el sistema está en equilibrio térmico con un reservorio a temperatura
1/kB β. Para 0 ≤ t < tf el sistema se aísla del reservorio y L(t) varía entre L(0) = Li y L(tf) = Lf . La
función L(t) está fijada de antemano, pero aparte de eso es arbitraria. Se pide:

a) Verificar la identidad de Jarzynski, 〈
e−βW

〉
= e−β∆F . (1)

b) Verificar la identidad de Crooks,
ρF(W )
ρR(−W )

= eβ(W−∆F) . (2)

c) Elegir valores para m, ω y tf , y alguna o algunas funciones L(t) y graficar las densidades ρF(W )
y ρR(−W ).

Aquí ∆F = F (β,Lf) − F (β,Li) es la diferencia entre las energías libres del sistema en equilibrio
a temperatura 1/kB β cuando L = Lf y L = Li. Cada realización del proceso depende del estado
microscópico inicial del sistema, es decir, de la posición x0 de la masa m y de su impulso p0 en t = 0,
que son variables aleatorias. Si el punto B está fijo en L y el sistema está en equilibrio térmico, la
densidad de probabilidad de las variables x0 y p0 está dada según el ensamble canónico:

P(x0,p0) =
1

hZ (β,L)
e−βE(x0,p0),

donde Z es la llamada función de partición,

Z (β,L) =
1
h

∫ ∞

−∞

dp0

∫ ∞

−∞

dx0 e−βE(x0,p0) .

La energía E(x0,p0) es la energía del sistema para una posición x0 de la partícula y un impulso p0,

E(x0,p0) =
1
2

mω2
[
x2

0 + (L − x0)2
]
+

p2
0

2m

=
1
2

m(2ω2)
(
x0 −

L
2

)2

+
p2

0

2m
+

1
4

mω2L2.
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A su vez, la conexión entre la estadística y la termodinámica viene dada a través de la ecuación

e−βF (β,L) = Z (β,L).

Volviendo a las expresiones (1) y (2), la convención es que el trabajo es positivo si el sistema recibe
energía y negativo si el sistema entrega energía. El agente que realiza el trabajo es la fuerza F aplicada
en el punto B, y que depende de L(t) y x(t),

W (x0,p0) =
∫ tf

0
F[x(t),L(t)] L̇(t) dt,

donde

F[x(t),L(t)] = mω2 [L(t) − x(t)] .

Para verificar la identidad de Jarzynski es necesario comparar el promedio〈
e−βW

〉
=

1
hZ (β,Li)

∫ ∞

−∞

dp0

∫ ∞

−∞

dx0 e−βE(x0,p0)e−βW (x0,p0),

con esta otra cantidad

e−β∆F =
Z (β,Lf)
Z (β,Li)

.

Además, para calcular el trabajo es necesario conocer x(t) para cada condición inicial. La posición
de la partícula satisface la ecuación diferencial

ẍ(t) = ω2 [L(t) − 2x(t)]→ ẍ(t) + ω2
0 x(t) = ω2L(t),

donde ω2
0 = 2ω2. A partir de aquí lo que resta es encontrar x(t) = x(t, x0,p0), calcular el

trabajo entre t = 0 y t = tf para una función arbitraria L(t), hacer el promedio (que se reduce
a calcular dos integrales gaussianas, una en p0 y la otra en x0) y verificar que, luego de una serie
de cancelaciones providenciales, se obtiene e−β∆F .

Como nota práctica, para simplificar los cálculos conviene reducir, integrando por partes, todas
las integrales en donde aparezca L(t) a integrales en donde aparezca sólo L̇(t) y acaso Li y Lf .
Por otro lado, muchas veces aparecen las expresiones

C =
∫ tf

0
dt L̇(t) cosω0t, S =

∫ tf

0
dt L̇(t) sinω0t,

de manera que conviene usar esta notación abreviada.

Para verificar la identidad de Crooks es necesario calcular la densidad de probabilidad de W ,
tanto para el proceso directo, ρF, como para el proceso inverso, ρR. Como W es una función de
las variables aleatorias x0 y p0, su densidad de probabilidad viene dada por la fórmula de la Guía
1:

ρ(W ) =
∫

dp0dx0 P(x0,p0) δ
[
W −W (x0,p0)

]
. (3)
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Para el proceso inverso el trabajo debe ser calculado usando el protocolo inverso, dado por
LR(t) = L(tf − t). Una de las integrales siempre será fácil de hacer usando la delta de Dirac,
y la otra integral será una gaussiana. El resultado de hacer ambas integrales, entonces, será una
distribución Gaussiana para W , de modo que queda unívocamente determinada simplemente por
los dos primeros momentos de la variable aleatoria W , lo que permite evitar el cálculo explícito
de (3).
En resumen, lo que hay que hacer es calcular por separado ρF(W ) y ρR(−W ), hacer el cociente y
mostrar que da igual a eβ(W−∆F).

2. Un sistema unidimensional consiste en una partícula browniana que se mueve en un potencial de la
forma

U (x, t) =
1
2

k [h(t) − x]2 .

En principio su ecuación de movimiento sería

mẍ + γ ẋ = −
∂

∂x
U (x, t) + ξ,

donde γ es el coeficiente de fricción y ξ es un ruido blanco gaussiano,〈
ξ (t)ξ (t′)

〉
= η2 δ(t − t′).

Sin embargo, asumiremos que el coeficiente de fricción es tan alto que hace despreciable el término
inercial en la ecuación de movimiento, quedando simplemente

γ ẋ = −
∂

∂x
U (x, t) + ξ.

Durante el proceso directo, para t < 0, el centro del potencial está fijo en h(t) = h0 y el sistema está
termalizado a temperatura 1/kB β. Entre t = 0 y t = tf , el centro del potencial se mueve siguiendo un
protocolo arbitrario h(t) hasta alcanzar el valor h(tf) = hf . Cuando t > tf , es siempre h(t) = hf . Para
el proceso inverso, el centro del potencial se mueve según la ecuación hR(t) = h(tf − t).

Se trata de verificar la relación de trabajo de Crooks para este sistema,

ρF(W )
ρR(−W )

= eβ(W−∆F) .

Las funciones ρF y ρR son las distribuciones de probabilidad del trabajo en los procesos directo e
inverso, respectivamente. Además, ∆F = F (β,hf) − F (β,h0) es la diferencia entre las energías libres
del sistema en equilibrio a temperatura 1/kB β cuando h = h0 y h = hf .

a) Sin hacer ningún cálculo, ¿cuánto vale ∆F?

Por otro lado, W es el trabajo realizado durante el intervalo entre t = 0 y t = tf . La convención es que
el trabajo W es mayor que cero si la partícula recibe energía. Para un potencial dependiente del tiempo
la potencia se escribe como

Ẇ =
∂

∂t
U (x, t).
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Para el sistema que estamos considerando, es fácil interpretar este trabajo en términos del producto
fuerza por velocidad, pero no siempre es así. Independientemente de esto, el trabajo total será

W =
∫ tf

0
dτ Ẇ (τ).

Cada realización del proceso depende del estado microscópico inicial del sistema y de la función ξ (t)
entre t = 0 y t = tf , de modo que, por ejemplo,

ρF(W ) =
∫

dx0

∫
Dξ p(x0)P[ξ] δ

(
W −W [ξ,h, x0]

)
. (4)

En esta ecuación W [ξ,h, x0] es el trabajo realizado sobre el sistema cuando la condición inicial es
x(0) = x0, el ruido sigue la trayectoria ξ (t) y el centro del potencial se mueve según el protocolo h(t).
La probabilidad p(x0) viene dada por la distribución canónica,

p(x0) =
1
Zx

e−βU (x0,0), Zx =

∫ ∞

−∞

dx0 e−βU (x0,0) .

A su vez, el ruido tiene una distribución de probabilidad

P[ξ] =
1
Zξ

exp
[
−

1
2η2

∫ tf

0
dτ ξ (τ)2

]
,

donde

Zξ =
∫
Dξ exp

[
−

1
2η2

∫ tf

0
dτ ξ (τ)2

]
.

b) El teorema de fluctuación−disipación relaciona η2 con γ y la temperatura. Para encontrar esta
relación resuelva la ecuación de movimiento de la partícula cualquier h(t) arbitrario. Promediando
sobre el ruido y sobre la condición inicial x0, calcule el valor medio de la energía potencial en
función del tiempo,

〈U〉 (t) =
〈

1
2

k [h − x(t)]2
〉
.

En esta expresión habrá términos que decaen a cero para t → ∞ y términos que tienden a una
constante. Estos términos, que sobreviven para t → ∞, corresponden al estado estacionario.
Cuando el sistema está en equilibrio térmico a temperatura 1/kB β el teorema de equipartición
requiere entonces que

lı́m
t→∞
〈U〉 (t) =

1
2β

.

Demostrar que esto implica que η2 = 2γ/β.

A partir de aquí, el camino que hay que seguir para verificar la identidad de Crooks sería más o menos
así:

Considerar primero el proceso directo.
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Resolver la ecuación de movimiento y escribir x[ξ,h, t, x0] para 0 ≤ t ≤ tf .

Calcular el trabajo entregado al sistema.

Argumentar, por analogía con las integrales de n variables gaussianas, que la distribución de
probabilidad del trabajo, dada por (4), es también gaussiana.

La observación anterior evita el cálculo directo de la ecuación (4), puesto que si la distribución
ρF(W ) es gaussiana, entonces alcanza con calcular su valor medio y su dispersión, lo que es
mucho más sencillo que encarar el cálculo directo de (4). Calcular entonces los valores medios

W F = 〈W 〉 y σ2
F =

〈(
W −W F

)2
〉
.

Escribir finalmente

ρF(W ) =
e−

(
W−WF

)2
/2σ2

F√
2πσ2

F

.

Calcular las mismas cosas para el proceso inverso, hR(t) = h(tf − t), tratando de usar tanto como
se pueda lo hecho para el proceso directo. Tener en cuenta que ḣR(t) = −ḣ(tf − t).

En resumen:

c) Complete los pasos anteriores y verifique la identidad de Crooks, en primer lugar para el caso más
simple en el cual h(t) = h0 + vt.

d) Con los resultados a la vista: ¿Por qué todo terminó siendo trivial?

e) Verifique la identidad de Crooks para h(t) arbitraria entre t = 0 y t = tf , y fija fuera de ese
intervalo. ¿Siguen valiendo los mismos resultados triviales de antes? ¿Por qué?

f) Volviendo al caso sencillo con h(t) = h0 + vt, demuestre que, dados h0 y hf , cuando v → 0 (y por
lo tanto tf → ∞) las fluctuaciones en el trabajo tienden a cero.

El problema 3 generaliza algunos de estos resultados y sirve para entender cuánto hay de general y
cuánto de particular.

3. Si ρF(W ) es gaussiana, demostrar que la identidad de Crooks implica que ρR también debe ser gaus-
siana, y viceversa. Demostrar que deben tener la misma dispersión σ2 y que, si sus valores medios son
W F y W R, se cumple

W F +W R = σ
2 β,

W F −W R = 2∆F.

Verificar que todas estas relaciones se satisfacen en el problema anterior para el caso general de h(t)
arbitrario.
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