Teoria Avanzada de la Termodinamica — ler. cuatrimestre de 2018

Guia 7: Relaciones de trabajo cudnticas
Se trata de verificar la identidad de Jarzynski
<e—5w> _ o BAF

para un sistema cuantico muy sencillo. Un espin 1/2 es preparado en un estado térmico con temperatura
1/ en presencia de un campo magnético constante en la direccién x. El hamiltoniano de equilibrio es

H():/LB()S:(?S;E

a) Escribir el operador matriz densidad en términos de los proyectores sobre los autoestados del
hamiltoniano, su representacion matricial en la base de los autoestados del operador S, y calcular
la funcién de particién inicial, Zy. ;Cuanto valdria la funciéon de particién si el campo, a igual

modulo, apuntara en cualquier otra direccion?

Hasta tiempo t = 0 el sistema esta en equilibrio. En ¢ = 0 el sistema se aisla térmicamente y se mide
su energia, que puede tomar dos valores, Fy = £+b/2. El estado del sistema luego de la medicion es el
autoestado |¢y) correspondiente al valor medido de la energia.

b) Calcular la probabilidad de cada resultado, P (EU = j:%b).
A partir de t = 0 el campo magnético rota en el plano zy con velocidad angular w,
uB(t) = b(coswt & + sinwt §),

hasta que wt alcanza el valor ¢¢ cuando t = t;. El estado del sistema durante este intervalo se obtiene
resolviendo la ecuaciéon de Schrodinger,

th [9(t)) = b(coswt Sy +sinwt S,) |¥(1)),

con la condicién inicial [(0)) = |io). Estamos tomando A = 1. Para indicar la condicién inicial

particular, escribiremos la solucion correspondiente como

|¢(t7 ¢O)> :

En t = t; vuelve a medirse la energia del sistema, que puede tomar nuevamente los valores Er = +b/2.

El hamiltoniano a tiempo t¢ es
Hy = b(cos ¢¢ Sy + sin¢r Sy).
Conviene introducir la notacién

¥+ (¢)) (1)

para denominar a los autoestados del hamiltoniano cuando el campo magnético ha rotado un angulo
¢. Es decir,

(cos¢ Sy +sin g Sy) [ve(0)) = £5 [vx(4)).
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c¢) Resolver la ecuacién anterior y escribir |1 (¢)) en términos de los autoestados del operador S..
Notar que el resultado puede depender de una fase arbitraria para cada valor de ¢.

La probabilidad de cada valor de Ef viene dada por

o) = I{(en) |4 (t, o)) (2

y depende del estado inicial del sistema que result6 de la primera medicion, por eso la escribimos como

P (Ef =+3b

una probabilidad condicional.

Definimos ahora el trabajo como W = E; — FE;. Es evidente que toma sélo 3 valores posibles: —b,
0 y b. El primer resultado se obtiene si la primera medicion arroja el valor Ey = b/2 y la segunda,
Ef = —b/2. La probabilidad de que esto ocurra es igual a la probabilidad de obtener Ey = b/2 en la
primera medicién por la probabilidad de obtener Ff = —b/2 en la segunda dado que se obtuvo b/2 en
la primera:

P(W = —b) = P (=1b]¢+(0)) P (3b),
donde P (%b) es la probabilidad definida en el item .
d) Escribir las expresiones andlogas para los otros dos valores de W.

Lo tnico que estéd faltando aqui es encontrar |1)(, 1)) para poder calcular las probabilidades condi-
cionales. Un camino posible es escribir todo en la base de los autoestados {|1),|})} del operador S..

En esta base el hamiltoniano es la matriz

y los estados [1(t)) = ¢1(t) |1) + co(t) |{) estéan representados por vectores

c1(t)
(1)) —
ca(t)
La ecuacion de Schrodinger en esta representacion queda escrita como
ib —iwt

él = ——€ Co

2
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Las dos condiciones iniciales que interesan son los autoestados del hamiltoniano inicial, cuando el

ég = Ct.

angulo ¢ es igual a cero:

1
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Recordar la notaciéon introducida en la ec. . Como siempre, esta eleccién de los autoestados del

hamiltoniano para ¢ = 0 puede modificarse por fases constantes arbitrarias multiplicando cada vector.

Siguiendo el libro de Landau y Lifshitz, Quantum mechanics §114, el método de solucion de estas

ecuaciones consiste en definir nuevas variables

T = 6u;.zt/2 1. Ty = e—zwt/? c

Y

con lo que las ecuaciones para las z; resultan con coeficientes constantes.

e)

Verificar que las x; satisfacen la ecuacion

cuya solucién es

21(t) = Ae—i/2 +Bez’ﬂt/2’

[Eg(t) =b

Ae—it/2  Beitt/2
( O—w Q4w ) ’

donde Q = vw? + b2.
Encontrar las funciones ¢;(t) para el par de condiciones iniciales (3.

Calcular las 4 probabilidades de transicién (2))

P (B =30 | v) = 1(2(60) [ (8, v0)

cuando [1p) = [11(0)). En cardcter de muestra, la primera de ellas es

b? + w? cos? <M>
(o))

En esta expresion el valor de ¢; ha sido escrito en términos del angulo final ¢f = wi;.

A partir de todo lo calculado hasta aqui verificar que se cumple la identidad de Jarzynski.

Este problema permite ver un ejemplo del llamado teorema adiabatico. La idea es ver qué pasa
cuando la rotacion del campo es infinitamente lenta. Para eso, tomar como condicién inicial el
autoestado |14 (0)), correspondiente al campo apuntando en la direccién z, y escribir el estado
del sistema cuando el campo apunta en la direccion ¢ = wt. Ahora tomar el limite w — 0 y
t — oo, manteniendo ¢ constante (la rotacién es infinitamente lenta, pero tenemos un tiempo
infinito para esperar a que el campo apunte en la direccién ¢.) ;Cuél es el estado del sistema
en este limite? Relacionar este resultado con las probabilidades de transicion calculadas en los

items anteriores.



j) Por 1ltimo, el otro caso extremo es el de la variacién infinitamente rapida de ¢. Suponiendo que
el estado inicial es |10, (0)), encontrar el estado final cuando el campo ha rotado un dngulo ¢ en
un tiempo t, en el limite en que w — oo, t — 0y wt = ¢. Analizar en particular el caso ¢ = 7,
que corresponde a una inversion del campo. Relacionar esto con las probabilidades de transicién

calculadas en los items anteriores.

Respecto de estos dos tltimos items, pueden consultar el capitulo XVII del segundo volumen del libro
de Messiah.



