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En las lecciones anteriores hemos definido magnitudes fisicas tales como la
cantidad de movimiento y la energia y hemos establecido, bajo ciertas condiciones,
los principios de conservacién correspondientes para una sola particula. En esta
lecciéon vamos a definir una nueva magnitud fisica, el momento angular, y
estableceremos el correspondiente principio de conservacién. Veremos que el
momento angular, al igual que la cantidad de movimiento y la energia es una
herramienta eficaz para la resolucién de numerosos problemas que se plantean en la
Fisica. Con el principio de conservacion del momento angular completaremos la terna
de principios de conservacién que constituyen la clave y el fundamento de la
Mecanica. Es mas, estos tres principios de conservacién pueden ser considerados
como las piedras angulares de la Fisica actual, siendo vélidos en general en todas las
teorfas fisicas.

Como culminacion de estas lecciones dedicadas a la Dindamica de la Particula,
abordaremos la resolucién de un problema cldsico: el del movimiento de una
particula bajo la accién de una fuerza central. Nos serviremos de este problema para
ilustrar la forma en que los principios de conservacion de la energia y del momento
angular nos permiten resolver un problema dindmico concreto.

§12.1. Momento de una fuerza.- Consideremos una fuerza F que actda sobre
una particula localizada en un punto P del espacio y un punto O fijo en un cierto
referencial inercial. Utilizaremos nuestra definiciéon previa del momento de un vector
con respecto a un punto (Leccién 2) para definir ahora el momento de la fuerza F
con respecto al punto O como el producto vectorial del vector de posicién de la
particula con respecto al punto O (esto es, r = OP) por el vector F; o sea que,
designando por M a dicho momento, tenemos
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M = rxF (12.1]

de modo que el momento M resulta ser un vector perpendicular, en cada instante y
conforme se mueve la particula, al plano determinado por el punto O y la linea de
accion o recta directriz de la fuerza F (Figura 12.1), su sentido es el determinado por
la regla de la mano derecha o del tornillo para el producto vectorial y su médulo
vendrd dado por

IM| = rFsen6 = Fb, [12.2]

donde b, representa la
distancia del punto O a la recta
directriz del vector F y es
llamado brazo de la fuerza con
respecto al punto O.

La definicién anterior presupone
que la fuerza F tenga caricter de
vector deslizante, asunto sobre el que
no insistiremos ahora pero que tratare-
mos en profundidad cuando estudiemos
las propiedades de las fuerzas
aplicadas a un sdlido rigido.

Obsérvese que el momento
de una fuerza tiene las dimen-
siones que corresponden al producto de una fuerza por una longitud (ML?T?) que son
las mismas que las del trabajo. Sin embargo el momento de una fuerza y el trabajo
realizado por una fuerza son dos magnitudes fisicas de significado muy diferente.
Repdrese, por lo pronto, en que el momento' es una magnitud vectorial en tanto que
el trabajo lo es escalar. Las unidades de momento en los sistemas cgs y mks (SI) son
el centimetro-dina (cm-dyn) y el metronewton (m-N), respectivamente, que no
reciben nombres especiales®.

Figura 12.1

§12.2. Momento angular.- El momento angular o cinético® con respecto a un
punto arbitrario O (fijo en un cierto referencial) de una particula de masa m y
velocidad v (en ese mismo referencial), o sea de cantidad de movimiento p = mv, se
define como el producto vectorial

L =rxmv =rxp [12.3]

1 . - L

El momento de una fuerza recibe también el nombre de momento dindmico o el de momento,
simplemente. En este texto preferiremos esta tltima denominacién, siempre que no haya posibilidad
de confusion.

2 En el sistema técnico, la unidad de momento es el metro kilogramo (mkg), que tampoco
recibe nombre especial. Recordemos que la unidad de trabajo en este sistema es el kilogramo ‘metro
(kg'm), que recibe el nombre de kilogrdmetro (kgm).

3 . . . L .
Las dos denominaciones son aceptables, aunque en este texto utilizaremos sélo la primera.
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donde r es el vector posicion
de la particula con respecto al
punto O (r = OP). De acuerdo
con la definicién anterior, el
momento angular de una parti-
cula con respecto a un punto
dado es el momento de la
cantidad de movimiento de la
particula con respecto a dicho
punto (Figura 12.2). E1 momento
angular es un vector perpendi-
cular al plano definido por el
punto arbitrario (O) elegido
como origen de momentos y la recta directriz de la cantidad de movimiento de la
particula, su sentido es el determinado por la regla de la mano derecha o del tornillo
para el producto vectorial y su médulo es

Figura 12.2

L =rpsen® =pb, [12.4]

donde b, es el llamado brazo de la cantidad de movimiento con respecto al punto O
elegido y representa la distancia de dicho punto a la recta directriz del vector p.

La definicién dada para el momento angular presupone que la cantidad de movimiento de una
particula tenga el cardcter de vector deslizante.

El momento angular, asi como el momento de una fuerza, tiene todas las
propiedades correspondientes al momento de un vector deslizante, tal como las
estudidbamos en la leccién correspondiente. Por ello no insistiremos ahora en esas
propiedades; unicamente recordaremos que podemos definir el momento de un vector
con respecto a un eje como la proyeccion sobre el eje del momento de dicho vector
con respecto a un punto cualquiera del eje y dejaremos al cuidado del alumno el
definir el momento de una fuerza y el momento angular de una particula con respecto
a un eje.

Las unidades en que se mide el momento angular en los sistemas c¢gs y mks (SI)
son el g.cm?/s y el kg:-m*s, respectivamente, que no reciben nombres especiales.

En general, el momento
angular* de una particula L,
cambia en médulo y en direc-
cién conforme ésta se mueve.

Sin embargo, si la trayectoria r my
de la particula estd contenida

en un plano y elegimos como —
centro u origen de momentos
un punto O contenido en dicho Figura 12.3
plano (Figura 12.3), la direccién

del momento angular permane-

4 . . e . .
Aunque siempre es necesario especificar cual es el origen de momentos elegido, cuando no
haya posibilidad de confusién omitiremos dicha mencién.
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cerd constante, es decir, perpendicular al plano de la trayectoria, por estar contenidos
en €l tanto r como p. En estas condiciones, teniendo en cuenta que v = @ X ry
o-r =0, se sigue que

L =mrxy =mrx(@xr) = mr’o - m(®wr) = mr’m [12.5]

0 sea L - mo [12.6]

de modo que, en este caso, el momento angular es un vector que tiene la misma
direccién que el vector velocidad angular.

§12.3. Impulsién angular.- Con el objeto de indagar acerca del significado
fisico del momento angular de una particula, estudiaremos como varia L en el
transcurso del tiempo. Para ello, calcularemos la derivada del momento angular con
respecto al tiempo;

dr _ i(rxp) = ixp + rxg =vxp +rxF =rxF [12.7]

dr dr dr dr
puesto que F = dp/dt. El primer término del segundo miembro de la expresion
anterior es nulo, ya que v es paralelo a p. El segundo término, r x F, es el momento
con respecto al centro u origen de momentos O, arbitrariamente elegido, de la fuerza
que actia sobre la particula. De este modo, hemos establecido una relacién
importante entre el momento angular de la particula y el momento de la fuerza que
actda sobre ella; i.e.,

[12.8]

m - 9L
dr

Asfi, podemos enunciar:

La rapidez de cambio del momento angular de una particula es igual al
momento de la fuerza que actia sobre ella.

Debemos resaltar que la ecuacién [12.8] s6lo es correcta cuando tanto L como M
se evaldan con respecto a un mismo centro u origen de momentos que puede ser
elegido arbitrariamente y que deberd
estar fijo en un cierto referencial.

La ecuacion [12.8], que como vere-
mos mas adelante es fundamental para la
discusion del movimiento de rotacidn,
guarda una gran semejanza formal con la
que relaciona la rapidez de cambio de la
cantidad de movimiento de una particula
con la fuerza que actia sobre ella, esto
es, con F =dp/dt; con la cantidad de
movimiento p reemplazada por el mo-
mento angular L y la fuerza F por su
Figura 12.4 momento M.
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De la ec. [12.8] se desprende que el cambio dL en el momento angular de la
particula durante un intervalo de tiempo infinitesimal dr es igual al producto del
momento aplicado por el intervalo de tiempo (infinitesimal) durante el cual actda,

M dr = dL [12.9]

de modo que dicho cambio dL es paralelo al momento aplicado M. El cambio total
en el momento angular durante un intervalo de tiempo Af = t; - ¢, vendrd dado por

Iy Ly,
A=fMdt:de=LB—LA:AL [12.10]
IN L,

de modo que aun cuando el primer miembro de [12.9] s6lo pueda ser integrado en
condiciones muy concretas (cuando conozcamos M en funcién del tiempo), la integral
del segundo miembro conduce siempre a un resultado sencillo; i.e.,

A = AL [12.11]

El primer miembro de [12.10] se denomina impulsion del momento o impulsion
angular y la ecuacién anterior expresa el siguiente resultado importante:

La impulsién del momento de la fuerza que actia sobre una particula es
igual a la variacién del momento angular de la particula.

Este es el enunciado del teorema del momento angular, que se aplica fundamen-
talmente a las fuerzas impulsivas, como las que aparecen en las colisiones y
percusiones, es decir en aquellos casos en los que no conocemos la dependencia con
el tiempo de la fuerza (y por ende del momento) aplicada a la particula. El
significado del teorema anterior guarda una gran semejanza formal con el teorema
de la cantidad de movimiento. La impulsién del momento es una magnitud vectorial
(sus unidades son las mismas que las del momento angular) y mide, en cierto modo,
la efectividad del momento de la fuerza para producir cambios en el momento
angular (o sea, en el estado de rotacion).

§12.4. Conservacion del momento angular de una particula.- Si el
momento aplicado a una particula es cero, o sea si M = r x F = 0, tendremos que
dL/dt = 0, de modo que el momento angular de la particula permanecerd constante
en el transcurso del tiempo.

El momento angular de una particula es
constante en ausencia de momento dindmico.

Esta es una forma de enunciar la ley de conserva-
cion del momento angular de una particula.

Naturalmente, el momento sera nulo si la fuerza
aplicada (o la resultante de las fuerzas aplicadas) es
nula; esto es, cuando se trata de una particula libre. )
Sabemos que el movimiento de una particula libre es 5
rectilineo y uniforme (Figura 12.5); esto es, v = cte, 0
sea, p = cte. El médulo del momento angular de la

Figura 12.5
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particula libre con respecto a un punto fijo en un referencial inercial es

L = |mrxv| = mrvsen® = mvb [12.12]

donde b = r sen 0. Al ser constantes todos los factores involucrados, el momento
angular de la particula libre también serd constante.

§12.5. Fuerzas centrales. Orbitas planas y ley de las areas.- La condicién
de que el momento sea nulo también se satisface si F es paralela a r; en otras
palabras, si la recta directriz de la fuerza pasa siempre por el punto O elegido como
centro u origen de momentos. Una categoria especial de este tipo de fuerzas estd
constituida por las llamadas fuerzas centrales; entonces, el punto O recibe el nombre
de centro de fuerza. Por ello podemos establecer que

cuando una particula se mueve bajo la acciéon de una fuerza central, su
momento angular con respecto al centro de fuerzas es una constante del
movimiento, y viceversa.

Este resultado es muy importante en razén de que muchas fuerzas de la
Naturaleza tienen caracter central. Asi, por ejemplo, la Tierra se mueve en torno al
Sol bajo la accién de una fuerza central (la fuerza gravitatoria) cuya linea de accién
pasa siempre por el centro del Sol; en consecuencia, serd constante el momento
angular de la Tierra con respecto al Sol. Una situacién andloga se presenta en el
movimiento del electron del dtomo de Hidrégeno; en este caso, la interaccién es
esencialmente electrostitica y la fuerza que actiia sobre el electrén estd dirigida
siempre hacia el nicleo; en consecuencia, el momento angular del electrén con
respecto al nidcleo serd constante.

El movimiento de una particula bajo la accién de una fuerza central tiene
caracteristicas muy importantes. Como ya hemos visto, el momento angular de la
particula con respecto al centro de fuerzas es constante. El que sea L = cte significa,
debido a su caricter vectorial, que lo serd en mddulo, direccién y sentido. La
constancia de la direccion del momento angular significa que la trayectoria de la
particula estard confinada en un plano perpendicular a la direcciéon del momento
angular. En consecuencia, podemos enunciar:

La trayectoria de una particula que se mueve bajo la accién de una fuerza
central se encuentra en un plano que contiene al centro de fuerzas.

Este enunciado es de interés histdrico en relacién con el movimiento planetario
y se le conoce como Primera Ley de Kepler. En general, la trayectoria plana podra
ser cerrada o abierta; en principio, dichas trayectorias podran ser muy variadas. En
el caso de que la fuerza central sea inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia de la particula al centro de fuerzas, esto es, F o 1//%, entonces esas
trayectorias u Orbitas serdn secciones conicas (circunferencias, elipses, pardbolas e
hipérbolas), como veremos mas adelante.

Cuando la particula experimenta un desplazamiento infinitesimal, dr, bajo la
accién de una fuerza central, su vector de posicién (radio vector) barre un area dS
(sombreada en la Figura 12.6). En virtud de la interpretacién geométrica del producto
vectorial podemos escribir
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ds = %rxdr [12.13]

donde dS es el vector elemento de superficie, que tiene la misma direccién que el
momento angular L. Entonces, el drea barrida por unidad de tiempo, o velocidad
areolar es

ds =lr><i =%r><v [12.14]

a2 dr

siendo v la velocidad de la
particula y, como L = mr x v,
se sigue que

&S _ L 5

dr 2m

que es la expresion de la
velocidad areolar en funcién Figura 12.6

del momento angular. Como el

momento angular es una cons-

tante del movimiento, también lo serd la velocidad areolar, de modo que tenemos el
siguiente resultado importante:

En el movimiento bajo la accién de fuerzas centrales el radio vector de la
particula barre dreas iguales en tiempos iguales. Esto es, el drea barrida por
unidad de tiempo (velocidad areolar) es constante.

Este enunciado, que como vemos tiene validez general para el movimiento bajo
la accion de fuerzas centrales, tiene también interés histdrico en relacion con el
movimiento planetario; en ese contexto se le conoce como Segunda Ley de Kepler.

Los planetas se mueven en 6rbitas elipticas alrededor del Sol, el cual ocupa uno de los
focos de dichas elipses. Con objeto de que se conserve el momento angular del planeta con
respecto al Sol (que ocupa la posicién del centro de fuerzas) aquél deberd moverse mas
rdpidamente en el punto de maxima
aproximacion (perihelio) que en aquel otro
de maximo distanciamiento (afelio) al Sol.
En tales puntos, llamados absidales, el radio
vector r es perpendicular a la velocidad v,
de modo que el médulo del momento
angular en ellos es L = mrv cumpliéndose
que

Figura 12.7

rv.o=rv, [12.16]

§12.6. Descripcion del movimiento de la particula en coordenadas polares
planas.- Para facilitar el andlisis del movimiento de una particula deberemos servirnos de
un sistema de coordenadas que sea apropiado a las caracteristicas generales de dicho
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movimiento. Puesto que nos proponemos estudiar el movimiento de la particula bajo la
accion de una fuerza central, i.e., de una fuerza cuya recta directriz pasa siempre por un
punto fijo O (centro de fuerzas) y cuyo médulo es funcion tinicamente de la distancia de
la particula a dicho punto, resultard muy conveniente la adopcién de un sistema de
coordenadas polares planas con origen en el centro de fuerzas. De ese modo, la fuerza
central quedard expresada en la forma

F = F(ne, [1217]

siendo e, el versor en la direccion del
vector de posicion r, esto es

r=re, [12.18]

y donde F(r) es una funcién que
representa el médulo de la fuerza,
que serd una atraccion (dirigida hacia
el centro de fuerzas) si es F(r) <0 o
una repulsién (desde el centro de
fuerzas) si es F(r) > 0.

En coordenadas polares planas,
la posicion de la particula en el plano del movimiento queda determinada por la
coordenada radial r (distancia al punto O tomado como origen) y por la coordenada
angular 0 (dngulo que forma el vector r con una direccion o eje polar preestablecido). Los
versores correspondientes son el e, y el e,. El versor e, estd dirigido desde el origen a la
posicién que ocupa la particula. El versor e, es perpendicular al anterior y marca la
direccion de crecimiento del angulo polar (6). Tomando el eje cartesiano x como eje polar,
las férmulas de transformacién de las coordenadas cartesianas de la particula y de los
versores cartesianos a polares son’:

Figura 12.8

. \/xz o 0 - arctg V. [12.19]
X
e =cosOi + senBj [12.20]
e, = —sen@i + cosOj

Para expresar la velocidad de la particula en coordenadas polares planas calcularemos
la derivada del vector de posicién, dado por [12.18], con respecto al tiempo; se obtiene:

d
y = E - di(re,) = ﬂe +r ¢ [12.21]
t

dr dr * dt

A partir de [12.20], por derivacion y posterior sustitucion, tenemos

5 . . sz . 2
Dejamos al cuidado del alumno la demostracion de estas relaciones y la obtencién de las
relaciones de transformacion inversas.
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de : . do
L =(-senBi +cosOj) — =0e¢,
dr dr [12.22]
de, de )
— 2 =(-cosBi -senfj) — = -0e
de ( 2 dr "
de modo que la velocidad de la particula es
v = ie, +rbe, [12.23]
que puede escribirse como
v=ve, +ve, [12.24]
con v o= F N [12.25]

La componente v, = v, e, es paralela al vector r y recibe el nombre de velocidad
radial®, en razén a que representa el cambio que experimenta la distancia r de la particula
al punto O por unidad de tiempo. La componente v, = v, €, es un vector perpendicular
ary estd asociada al cambio que
experimenta la direccién del
vector posicion r de la particula,
por unidad de tiempo, conforme
ésta se mueve; recibe el nombre
de velocidad transversal. En el
movimiento circular, con centro
en O, no hay velocidad radial
(v,= 0) ya que r permanece
constante, de modo que dr/dt =
0, y la velocidad es enteramente
transversal.

Figura 12.9
Utilizando las componentes radial y transversal de la velocidad podemos escribir para
un movimiento plano cualquiera
L =mrxv =mrxy +v) = mrxvy, [12.26]

ya que v, es paralelo a r. Ademds, teniendo en cuenta que r = re, y que v, = rfe,, la
expresion anterior también puede escribirse como

L =mre xrfe, = mr’d (e xe,) = m0k = mr* ® [12.27]

que es la misma expresion que obtuvimos en [12.6].

% No debemos confundir v, = dr/dt (velocidad radial) con ds/d¢ (celeridad o mdédulo de la
velocidad) ya que, en general, serd dr/dt # ds/dz. Recuérdese que |dr| = ds y que, en general,
d|r| =dr#ds.
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Ahora derivaremos ambos miembros de [12.23] para obtener la expresién de la
aceleracion en coordenadas polares planas:

de ) N . de
a:ﬂ:fgr+r' ’ +r'eee+r9ee+r6_e [12.28]
dr dr dr

y sustituyendo [12.22] en [12.28] resulta
a=(i"—r9'2)er+(r6+2}*9)ee [12.29]
que puede escribirse como

e [12.30]

a=ae +d
r 0

r 0

siendo a, y ay las componentes radial y transversal de la aceleracion dadas por

a, = i - re’ a, =r6 + 276 [12.31]

El término # procede del movimiento en la direccién radial r; el término -r6* = -v,/r se
denomina aceleracion centripeta y procede del movimiento en la direccion de 0. En el
movimiento circular, referido al centro de la circunferencia, es r = cte, de modo que 7 =
#= 0, resultando que a, = -’ = -vy/r (aceleracién centripeta) y a,= 9= ro
(aceleracion tangencial).

En coordenadas polares, la segunda ley del movimiento de Newton, desdoblada en las
componentes radial y transversal, se escribe en la forma

F, =m(i-r®) Fy=m(r6 +270) [12.32]

y proporciona el punto de partida para resolver el problema del movimiento de la particula
en el plano, referido a un origen de coordenadas polares.

§12.7. Movimiento producido por una fuerza central.- El estudio del movimiento
de los cuerpos bajo la accién de fuerzas centrales constituye una de las dreas mds ricas e
interesantes de la Mecdnica. El andlisis de tales movimientos ha representado en dos
ocasiones de la historia de la Fisica grandes avances en el conocimiento y comprension de
las leyes fundamentales de la Naturaleza: una vez a escala macroscopica, a través de la
explicacién del movimiento planetario, que condujo a la formulacién de lo que hoy
llamamos Mecdnica Clasica o Newtoniana; y otra vez a escala subatomica, a través de los
estudios de RUTHERFORD (1871-1937) sobre la dispersion de particulas alfa por los niicleos
atémicos, lo que permiti6 crear una nueva imagen del dtomo.

La situacién que vamos a estudiar en este articulo se presenta frecuentemente en la
interaccion entre dos particulas; la fuerza que actda entre ellas estd dirigida a lo largo de
la recta que las une y depende solamente de la distancia que las separa. Entonces, si
convenimos en tomar como origen O una de las particulas, la fuerza que actda sobre la otra
viene dada por [12.17]. Ejemplos de fuerzas centrales atractivas son las fuerzas gravitatorias
ejercida por el Sol sobre los planetas o la fuerza electrostatica entre un electrén y el nicleo
del atomo a que pertenece. La fuerza que ejerce el nicleo atémico sobre una particula alfa
es una fuerza central repulsiva. En muchos casos importantes, el médulo de la fuerza
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central, F(r), es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que separa a las dos
particulas. En otros casos, como en ciertos problemas referentes a la estructura e
interacciones entre nucleos, dtomos complejos y moléculas, se presentan otras formas
funcionales para F(r).

En §12.5 hemos estudiado algunas caracteristicas generales del movimiento de la
particula bajo la accion de una fuerza central. Vimos que, en esas condiciones, la
trayectoria de la particula es plana y que su velocidad areolar es constante. Ahora nos
proponemos dar mds detalles acerca de ese movimiento, estableciendo los métodos
generales para determinarlo.

Inicialmente, al menos, asumiremos que el cuerpo responsable de la fuerza que actia
sobre nuestra particula en movimiento es suficientemente masico como para que pueda ser
considerado como un centro de fiterzas fijo y que se encuentra en el origen del referencial
en el que analizaremos el movimiento. De este modo idealizamos el problema general, el
de la interaccion mutua (tercera ley de Newton) entre dos particulas, reduciéndolo al del
movimiento de una particula en un campo de fuerzas al cual es sensible. En una leccion
posterior veremos que, con una pequefia modificacion, puede hacerse que la solucién que
ahora obtendremos sea exacta para el problema general de interacciéon mutua entre dos
particulas de masas similares; entonces ambas particulas estardn en movimiento y no
podemos considerar a una de ellas como un centro de fuerzas fijo.

Cuando la particula se mueve bajo la accion de una fuerza central hay dos magnitudes
fisicas que se conservan durante el movimiento; esto es, dos constantes del movimiento.
Una, de cardcter vectorial, es el momento angular de la particula con respecto al centro de
fuerzas; la otra, de cardcter escalar, es la energia total.

El momento angular de la particula con respecto al centro de fuerza permanece
constante en direccion (perpendicular al plano de la trayectoria) y su médulo viene dado
por

L=mr*0 [12.33]

Puesto que toda fuerza central, de la forma F(r)e, es conservativa, y la energia
asociada con ella es funcién tan sélo de la distancia a la que se encuentra la particula del
centro de fuerzas, la conservacion de la energia total de la particula (cinética + potencial)
se expresa en la forma

E = %mvz + E(r) [12.34]

4 Cuando usamos coordenadas polares planas (7,0), el cuadrado del mddulo de la
velocidad de la particula puede expresarse en la forma

)2 [12.35]
de modo que la energia total se puede escribir como
E="'mi*+ ‘mrd + E(r) [12.36]
2 2

donde sustituiremos 6, obtenida de [12.33], para escribir la ec. dif. del movimiento radial,
i.e., una ec. dif. en la que no intervenga la coordenada angular 0:
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2
E=lmr+ L, E (r) [12.37]
2 2mr? P

de donde despejaremos 7 para obtener

2 [12.38]
P- |2 E-E®M - L
m

2mr?

Supongamos que r = r, para t = 0; entonces, la integracién de la ecuacion diferencial
anterior, desde el estado inicial hasta el correspondiente al tiempo genérico ¢, conduce a

| m dr
r= jf [12.39]

2
E-Em - L
P 2mr?

que expresa ¢ en funcién de la coordenada radial r de la particula y de las constantes del
movimiento E'y Ly de r,. En principio, la solucién anterior puede invertirse para obtener
r como funcién de ¢ y de las constantes, i.e., (¢), obteniéndose asi la solucién de nuestro
problema dindmico en lo que concierne al movimiento radial.

Una vez obtenida la expresion r = r(f) se puede obtener facilmente la 6 = 0(7)
correspondiente al movimiento angular. Para ello, basta despejar 0 de la expresion [12.33];

0 = [12.40]

y proceder a una nueva integracion, introduciendo en [12.40] la r(¢) obtenida anteriormente;
de esa forma, se obtiene

0 =8, +f L & [12.41]
o mri(r)

Asi obtenemos 6 en funcién del tiempo; esto es 6(f). De esta forma queda completamente
resuelto nuestro problema dindmico, una vez que hemos podido expresar los movimientos
radiales y angulares en funcién del tiempo. En las expresiones de dichos movimientos
intervienen cuatro constantes: E, L, r, y 6,. Estas constantes no son las tnicas que cabe
considerar; igualmente pudiéramos haber tomado r,, 6,, 7, y 6,, pero siempre E y L
quedan determinadas por ese conjunto. Normalmente resulta mas natural y conveniente
tomar el conjunto de cuatro constantes que contienen la energia y el momento angular.

4 En muchas ocasiones, la integral [12.39] resulta demasiado engorrosa de calcular y, en
el caso de que podamos efectuarla, es dificil despejar r(r) en la ecuacién resultante.
Generalmente resulta mas fAcil hallar la ecuacion de la trayectoria, i.e., la relacion existente
entre r y 0 (ecuacioén polar), que determinar las ecuaciones paramétricas del movimiento
de la particula, i.e., 7(f) y 6(r). En ocasiones, puede que lo que nos interese realmente sea
la ecuacion de la trayectoria (6). A fin de determinarla, escribiremos
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de _ de/dr _ 6 [12.42]

dr  drdr

de modo que sustituyendo las expresiones de 7y 6, dadas por [12.38] y [12.40], en la
expresion [12.42], resulta

e _ L
dr
[12.43]
2
mr? 3 E-E(r) - L
m : 2mr?
y separando las variables r y 0 e integrando se obtiene
o) = 0, + el
V2m 12 [12.44]
r» |E-E(r) -
: 2mr?

i.e., la ecuacion de la trayectoria en coordenadas polares.

Reciprocamente, si conocemos la ecuacion de la trayectoria, de modo que podamos
calcular d6/dr (o dr/d®), la ecuaci6n [12.43] nos permitird calcular £ (r);

2
Em-£-_L |1+ 1[(& [12.45)
P 2mr? r?{ do

y, a partir de ella, la fuerza, F(r) = - grad E,

4 Hemos resuelto el problema, en su aspecto formal, combinando las ecuaciones [12.33]
y [12.34] que expresan la conservacién del momento angular y de la energia, ilustrando la
forma en que los principios de conservacion nos permiten abordar la resolucién de los
problemas dindmicos. Naturalmente, también podemos abordar el problema a partir de las
leyes del movimiento de Newton. Para ello tomaremos coordenadas polares planas (7,0)
en el plano del movimiento y con origen en el centro de fuerzas. Puesto que la fuerza es
central, tenemos que F, = F(r) y Fy = 0, de modo que las ecuaciones del movimiento en
las direcciones r y 0 son, segtin [12.32],

mi - mr26 = F(r) mr6 + 2mi® =0 [12.46]
Multiplicando por r la segunda ecuacién de [12.46] tendremos

m(r26+2rr'9'):i(mr26')=£:0 [12.47]
dr dr
de modo que esa ecuacion expresa simplemente la conservacion del momento angular
respecto al centro de fuerzas y, una vez integrada, puede escribirse como
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L=mr0 = cte = 0 = [12.48]

donde L es una constante que deberd ser evaluada a partir de las condiciones iniciales.
Sustituyendo el resultado [12.48b] en [1246a] tendremos la ecuacién diferencial del
movimiento radial
LZ
mi - = F(r) [12.49]

mr?

que puede escribirse de una forma més conveniente, para ciertas aplicaciones, si hacemos
el siguiente cambio de variable

u = N ;o= 1 [12.50]
u

En efecto, derivado dos veces sucesivas la expr. [12.50b], y teniendo en cuenta [12.48a],
tendremos

dr_ 1 du_ 1 dudd _ ,, du L du
_ - 720 -

= = o= [12.51]
dt u? dr u? do dr do m do
fzddr __Ld(du =7Ld2ud9=7Le~d2u=7 L? du
dr| dr ‘m dr| d6 mde*dr m do*  m?? de?
de modo que, sustituyendo [12.51] en [12.49], ésta se transforma en
2 2
7_L i l + l = F(r) [12.52]
mr? | do*| r r

que es la ecuacion diferencial de la 6rbita’ si se conoce la ley de fuerzas F(r).
Reciprocamente, la ecuacién [12.52] nos permitird determinar la ley de fuerzas F(r) si
conocemos la ecuacion de la 6rbita r = r(0).

Obsérvese que la ecuacién [12.52] carece de sentido si L = 0; pero entonces, teniendo en cuenta
[12.48], se ve que B = cte y la trayectoria es una recta que pasa por el centro de fuerzas.

Ejemplo I.- Determinar la fuerza central bajo la cual una particula se mueve en una orbita eliptica con
el centro de fuerzas en unos de los focos de la drbita. Estas son las érbitas que describen los planetas
alrededor del Sol (Primera Ley de Kepler).

Comenzamos expresando la ecuacion de la trayectoria en coordenadas polares planas referidas a uno
de los focos de la elipse (vide pagina 318); i.e.,

7 También podemos llegar a la expresion [12.52] a partir de [12.45], sin mds que desarrollar
dE (r)

F(r) = -
) dr

, como el lector comprobara facilmente.
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o 1 1 e
re = — = _+_cosHO
1+ecosB r o o

b r
de modo que Va

F a F
2
il =-%no d_i =-%cos®
de| r o de?| r o
Entonces, sustituyendo estos valores en la ec. dif. de la Figura 12.10
orbita [12.52] se obtiene
2 2
F(r)=—L_—icose+l+icos6 - L = —5
mr?| o o o o mr? r?

Asi pues, se trata de una fuerza atractiva inversamente proporcional al cuadrado de la distancia de
la particula al centro de fuerzas. Esta es, en esencia, la ley de la gravitacion universal descubierta por
Newton a partir del conocimiento de las 6rbitas planetarias.
|

§12.8. Energias potenciales centrifuga y efectiva.- Aunque el problema haya
quedado formalmente resuelto, las integrales [12.39], [12.41] y [12.44] o la ecuaci6n diferencial
[12.52] suelen ser muy poco manejables en la practica. No obstante, podemos obtener
bastante informacién cualitativa sobre el movimiento de la particula en base sélo de las
ecuaciones de conservacion, aun cuando sea dificil obtener soluciones explicitas. Para ello
es conveniente reducir el problema a otro unidimensional equivalente.

En la ecuacién del movimiento radial [12.37], que no es mas que la expresion de la
conservacion de la energia, aparecen tan sélo r y su derivada temporal 7, asi como las
constantes del movimiento £ y L. Esta ecuacién se parece mucho a la ec. dif. para el
movimiento rectilineo de una particula bajo la accién de una fuerza conservativa (vide
§11.2), con velocidad dr/dt, si suponemos que, en lo que al movimiento radial se refiere,
la particula dispone de una energia potencial efectiva

L2

E(r) =
2mr

_  E(n) [12.53]

de modo que la ecuacién [12.37] puede escribirse en la forma
E = _mi* + Er) [12.54]

donde la cantidad E,'(r) desempefia el papel de una energfa potencial equivalente en el
problema unidimensional radial. El término adicional L*/2m” tiene en cuenta, en lo que al
movimiento radial se refiere, que el vector de posicion r estd cambiando no sélo en
magnitud sino también en direccién en el transcurso del movimiento. Evidentemente, sus
dimensiones son las de una energia, y recibe el nombre de energia potencial centrifuga
porque la "fuerza" asociada con él, utilizando la expresién del gradiente en coordenadas
polares, es
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d L? L? 2
= T —|——|= = mro
or| 2mr? mr?

[12.55]

que, siendo positiva, apunta hacia afuera y que es idéntica a la fuerza centrifuga mro’ en
un referencial que girase con una velocidad angular ® igual al valor instantdneo de do/dr.
Por supuesto que no actia ninguna fuerza centrifuga sobre la particula, excepto la que
pueda deberse a la energfa potencial real E(r), en el caso de que la fuerza actuante sea
repulsiva. La fuerza centrifuga F.; = L*/mr’ no es una fuerza real; es una fuerza ficticia o
de inercia, que describe la tendencia de la particula a moverse en linea recta en lugar de
hacerlo en una trayectoria curvilinea. Podemos comprender mejor el papel que juega esta
fuerza centrifuga si observamos que la ecuacion [12.49] puede escribirse en la forma

LZ

mr

[12.56]

mit = F(r) +

ecuacion que tiene exactamente la misma forma que la correspondiente al movimiento de
una particula bajo la "accién" de una fuerza real F(r) mds una fuerza centrifuga L*/mr .
Como ya sabemos, la fuerza centrifuga no es realmente una fuerza sino una parte del
producto masa X aceleracion, traspuesta al segundo miembro de la ecuacién del
movimiento.

Las mismas consideraciones podemos hacer para la energia potencial centrifuga, que
no es sino una parte de la energfa cinética de la particula: la porcién correspondiente al
movimiento transversal con respecto a la direccién instantanea de vector posicion r; i.e.,
Vamvy® = Yam*®. La circunstancia de que esta porcién de la energfa cinética pueda
expresarse como funcién exclusiva de la posicién radial, (esto es, L%/2mr?) nos permite
tratar el problema del movimiento radial como un problema unidimensional, independiente
del movimiento rotacional (transversal).

§12.9. Analisis de diagramas de energia.- Podemos descubrir las propiedades
generales del movimiento de la particula en un campo de fuerza centrales mediante el
estudio de las curvas de energia potencial efectiva, en estrecha analogia a como hicimos
en §11.3 para el movimiento rectilineo de la particula bajo la accién de una fuerza
conservativa. Sin embargo, a pesar de la analogia, existen dos diferencias notables entre la
utilizacién del método de las curvas de energia potencial en el problema del movimiento
unidimensional y su aplicacion al problema bidimensional que es objeto de nuestro estudio,
aun cuando dicho problema lo hayamos reducido a un problema unidimensional
equivalente (en la direccion radial) con la introduccién del concepto de energia potencial
efectiva.

En primer lugar, debemos observar que la energia E determina por si sola el cardcter
del movimiento rectilineo producido por una fuerza conservativa. En cambio, en el
movimiento bidimensional producido por una fuerza central habra que especificar también
el momento angular L de la particula; i.e., el caricter del movimiento depende tanto de la
energia E como del momento angular L. Esto resulta evidente en el diagrama o repre-
sentacion gréfica de la energia potencial efectiva en funcién de la distancia radial, ya que
resultan distintas curvas para distintos valores del momento angular (Figura 12.11). Asi pues,
tendremos una familia de curvas de energia potencial efectiva, correspondientes a distintos
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valores de L. En cada problema
especifico deberemos conocer el
valor de L (que es una constante del
movimiento determinada por las
condiciones iniciales), o discutir lo
que sucederd para diversos valores
del momento angular.

\ L?2mr?
Li<L<Ly<L,

energia

Un segundo aspecto a tener en
cuenta es que no debemos
preocuparnos  exclusivamente de
analizar el movimiento radial de la
particula (a través del método de la
energia potencial efectiva), sino que Figura 12.11
también debemos preocuparnos del
movimiento alrededor del centro de
fuerzas. Ambos movimientos tienen lugar simultineamente y el movimiento real
(bidimensional) es la superposicion de ambos. La rotacién del vector de posicion r no es

uniforme, salvo en el caso de que la trayectoria sea circular, ya que la velocidad angular
viene dada por

0 = [12.57]

de modo que 6§ disminuye cuando aumenta la distancia radial r.

Consideremos ahora un diagrama de energia tipico, tal como el que mostramos en la
Figura 12.12. La energfa total E(r) corresponde a una fuerza central que es atractiva para
cualquier valor de r; ie., -dE/dr es siempre negativa y E (r) es una funcién creciente
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(E,(r)—0 cuando r—0), como se indica en la curva inferior de trazos. La curva superior de
trazos representa la energia potencial centrifuga L*/2m* para un valor dado del momento
angular L; este término centrifugo es muy pequefio a grandes distancias pero aumenta
rdpidamente para pequefias distancias. La curva continua representa la energia potencial
efectiva Ep’(r) = L*RPmr* + E,(r). En muchos casos de interés fisico la energia potencial
centrifuga predomina sobre la energia potencial E(r) para pequefios valores de r, en tanto
que predomina esta ultima para grandes valores de r; en estas condiciones, la energia
potencial efectiva E(r) presentard un valor minimo relativo, como se muestra en la
Figura 12.12, para r = r,. Para ello serd suficiente que el potencial atractivo

1) disminuya con mads lentitud que 1/7* cuando r — oo;

2) tienda a infinito m4s despacio que 1// cuando r — 0.

Obviamente, si el potencial es atractivo, la energia potencial efectiva presentard siempre
algtin minimo relativo.

Utilizando el diagrama de energias anterior podemos
obtener informacién cualitativa sobre el movimiento de la
particula. Supongamos que la energia total de la particula sea E,
> 0, como se indica en la Figura 12.12. Esta claro que r, sera la
méxima aproximacién de la particula al centro de fuerzas; de
otro modo, si fuese r < r, , E/(r) serfa mayor que E, y la
energfa cinética radial [Vam/* = E, - Ep’(r)] deberia ser negativa,
lo que representarfa una velocidad radial imaginaria. Por otra

Figura 12.13 parte, no existe limite superior para r, por lo que se tratard de
una orbita abierta e ilimitada. Una particula que proceda del
infinito rebotard en la barrera centrifuga y regresard de nuevo

al infinito (Figura 12.13). La diferencia entre E, y E es Yami?, o sea proporcional al cuadrado
de la velocidad radial, anuldndose en el punto de retorno r,. Por otra parte, la distancia
entre E, y E, en el diagrama es la energfa cinética E, = Vamv?, de modo que la distancia
entre las curvas E," y E, representa el término centrifugo Vomr*@’. Asi pues, estas curvas
proporcionan el médulo de la velocidad asi como sus componentes radial y transversal.
Basta con esta informacién para tener una idea aproximada de la forma de la 6rbita.

Para una energia E = 0O se obtiene una descripcion andloga a la anterior. Pero si la
energia total de la particula es negativa, tal como
E = E,, la situacion es muy diferente. Ademas del
limite inferior r, existe un limite superior r, que no
puede ser sobrepasado con energia cinética radial
positiva; el movimiento estard limitado a una
superficie anular definida por las circunferencias de
radios r, (minima distancia) y r, (maxima distancia)
que corresponden a los puntos de retorno, también
llamados puntos absidales. Se trata por lo tanto, de
una orbita limitada, aunque no necesariamente
cerrada, como se ilustra en la Figura 12.14. El
movimiento radial serd periddico, con periodo 7,
pero este periodo radial no serd, en general, el
mismo que el periodo de revolucién T, por lo que

Figura 12.14
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la 6rbita puede no ser cerrada, aunque esté limitada a una region finita del espacio. Si
ambos periodos son conmensurables (esto es, si su cociente puede expresarse como el
cociente de dos nimeros enteros) la particula se encontrard al cabo de un cierto tiempo
(igual al minimo comun miuiltiplo de 7, y 7,) en la misma posicién (y con la misma
velocidad) en que se encontraba inicialmente y la drbita serd cerrada. Obsérvese, ademas,
que la orbita, sea cerrada o abierta, serd tangente a las circunferencias absidales en los
puntos de contacto, ya que en dichos puntos (absidales) se anula la velocidad radial, pero
no asf la transversal, dado que el momento angular debe permanecer constante.

Si la energia es E|, precisamente en el minimo de la curva de energia potencial
efectiva Ep', los dos puntos de retorno coincidirdn en r,; la drbita serd una circunferencia
de radio r,. Puesto que, para una 6rbita circular, es r = cte, o sea 77 = ¥ = 0, se sigue que
la condicién [12.56] para una tal 6rbita es

mr?

o sea que la fuerza aplicada F(r) debe equilibrar a la fuerza centrifuga L*/mr’.

Si, por alglin mecanismo, una particula que tiene una energia igual a E, puede
absorber suficiente energia para saltar a un nivel de energia positiva, la particula se alejard
del centro de fuerzas; esto es, la particula se "disociard" del centro de fuerzas. La energia
minima que tiene que absorber para disociarse del centro de fuerzas es, evidentemente
|E,| y recibe el nombre de energia de disociacion o de enlace. Reciprocamente, si una
particula tiene una energia igual a E, y, por alguna causa, pierde energia hasta el nivel E,,
la particula serd "capturada” por el centro de fuerzas, en el sentido de que permanecerd en
una orbita limitada alrededor de dicho centro. Estas situaciones se presentan, por ejemplo,
en los procesos de ionizacion de los dtomos. Obsérvese que los estados ligados (6rbitas
limitadas) corresponden a energias negativas de la particula.

§12.10. Fuerza central inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia.- La ley de proporcionalidad inversa al cuadrado de la distancia es la mas
importante de todas las referentes a fuerzas de tipo central; por ello merece que le
dediquemos un estudio detallado. La ley de la fuerza y la energia potencial asociada se
escriben en la forma

F = 5 e Ep(r) = f [12.59]
r

2
donde el nivel cero para la energia potencial se ha escogido a una distancia infinita del
centro de fuerzas (i.e., E(r) — 0 cuando r — o) a fin de evitar un término adicional
constante en la expresién de E,(r). Un ejemplo de este tipo de fuerzas lo constituye la

interaccion gravitatoria entre dos masas, m, y m,, separadas por una distancia r; entonces
K=-Gm m, G = 6.67 x 10" N'-m¥kg? [12.60]

siendo K negativa, puesto que la fuerza es atractiva. Otro ejemplo importante lo constituye
la fuerza electrostatica entre dos cargas eléctricas, g, y ¢,, separadas por una distancia r;
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9,4,

K=__"
drne,

K>0, L=0

=

g, = 8.854 x 107" C*/N'm*

energia

-mK2212| -\

Figura 12.15

correspondiente a diversos valores de K y de L.

/

E,

L2

2mr?

[12.61]

donde la carga eléctrica se mide en
coulombs (C). En este caso, la fuerza
serd repulsiva o atractiva segiin que ¢,
y ¢, sean del mismo o de distinto
signo.

Comenzaremos determinando la
naturaleza de las Odrbitas correspon-
dientes a la ley de fuerzas inversa-
mente proporcional al cuadrado de la
distancia. Para ello, hemos repre-
sentado en la Figura 12.15 la energia
potencial efectiva

K

r

[12.62]

Para una fuerza repulsiva (K > 0), sélo son posibles energias totales E positivas y s6lo
serdn posibles las orbitas ilimitadas; i.e., la particula viene desde el infinito hasta el punto
absidal y regresa de nuevo al infinito. En ausencia de fuerza (K = 0) la situacién es
andloga a la anterior, si bien el punto absidal estard mas préximo al centro de fuerzas, para
un mismo valor del momento angular L; la trayectoria serd, obviamente, una recta. Si la
fuerza es atractiva (K < 0) con L # 0, el movimiento serd ilimitado si £ > 0, pero en este
caso el punto absidal se halla més préximo del centro de fuerzas que para K > 0. Las
orbitas serdn como se muestra en la Figura 12.16, donde los segmentos rectilineos de trazo
discontinuo representan el radio vector en el pericentro (punto de la 6rbita de méxima
aproximacion al centro de fuerzas).

Figura 12.16

dz

a8’

Para

una

fuerza atractiva (K <0) vy

-mK?*2m? < E < 0, la 6rbita estd limitada por
dos puntos absidales: el pericentro y el apocentro
(punto de la o6rbita mas alejado del centro de
fuerzas). Para K < 0, con L # 0y E = -mK*/2L* 1a
orbita es una circunferencia de radio r, = -L/mK
(demuéstrese). Por tltimo, si K < 0 con L = 0, el
problema se reduce al movimiento unidimensional
sobre una recta que pasa por el centro de fuerzas.

1

r

(_

Disponemos de diversos métodos para obtener
la ecuacion de la orbita, siendo el mas sencillo la
sustitucion de [12.59] en la ecuacion diferencial de la Orbita [12.52]; se obtiene

J+

_ mK

- [12.63]
L2
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. . . 1 mK . . .
Haciendo el cambio de variable w = —_ + — la ecuacion anterior se convierte en
r L
2.
dw o oo [12.64]
de?
cuya solucién inmediata es w = Acos(6-0,) [12.65]

siendo A y 6, las dos constantes de integracién. Deshaciendo el cambio de variable
obtenemos la ecuacién de la érbita +(0):

l = 7m_K + Acos(®-0,) [12.66]
r L?
que puede escribirse en la forma
r= © [12.67]

1 + gcos(®-6,)

2 2
con o - - L e-od=-L A [12.68]
mK mK
que es la ecuacion general de una seccion conica (hipérbola, pardbola, elipse o
circunferencia) con un foco en el origen, en la que:

4 La constante 0, determina la orientacion de la érbita en el plano (en lo que
sigue tomaremos 6, = 0, sin perder generalidad en nuestro razonamiento).

4 La magnitud ¢ es la excentricidad de la conica y determina su tipo, como se
muestra en el Cuadro 12.1.

4 La cantidad 2 recibe el nombre de latus rectum (ascension recta) de la drbita;
corresponde al valor de r para © = w2 y su significado se comprenderd
inmediatamente al inspeccionar la forma de los diversos tipos de cénicas (vide
pégina 318).

Cuadro 12.1.- Clasificacién de las conicas.

si |e| > 1 es una hipérbola
si |e| =1 es una pardbola
si O<|e|<l es una elipse

si =0 es una circunferencia
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o

SECCIONES CONICAS.- Ecuacién general: r = ____—
1 + £cosB

con 20 = ascension recta;, € = excentricidad

ELIPSE: Lugar geométrico de los puntos del plano
cuya suma de distancias (2a) a dos puntos fijos
(EF"), llamados focos, es constante.

r+7=2a, @=b0"+c% c=e¢a, |e|<1
o = a(l-£%) = ba

U = OL/\/lfg2

b =a
Fo= @ - ¢ = a(l-¢) = a/(1+¢); Figura 12.17
Foa= a + ¢ = a(l+e) = a/(1-¢)
rde - rrmn rmax + rrmn
e = a =
ro.+r.. 2
max min

HIPERBOLA: Lugar geométrico de los puntos del
plano cuya diferencia de distancias (2a) a dos
puntos fijos (EF"), llamados focos, es constante.

V-r=2a;, a*=c-b5 c=¢a; |e|>1
o=a(e-)=bla;, b =a\e-1

cosp =
&€

. _ _ ‘ _ igura 12.18
Foa=c-a=a(e-1)=o/(e+]); 7= oo

Fom=C +a=a(e+l) = o/(e-1)

PARABOLA: Lugar geométrico de los puntos del
plano que equidistan de un punto fijo F (foco) y de
una recta DD’ fija (directriz).

Figura 12.19
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Deseamos ahora relacionar los pardmetros ¢ y o de la 6rbita con las constantes del
movimiento E y L; esto es, con la energfa total y el momento angular. El pardmetro o ya
quedo expresado en funcién del momento angular por [12.68a]; obsérvese que . es negativo
(sin significado fisico) para una fuerza central repulsiva (K > 0). Por otra parte, como en
los puntos absidales (pericentro y apocentro) la energia cinética radial es nula, podemos
escribir

L? K L? K
E = = — [12.69]
2mr, ¥ i 2mr} T ix

min max

y sustituyendo en esta ecuacién las expresiones de r,, y de o, dadas por

2
ro- o= [12.70]
1+¢ mK

(vide pégina 318) se obtiene, después de algunas operaciones,

E = [12.71]

2 2
mK* ) L .. 2EL
212 mK?

Tabla 12.1.- Fuerza central inversamente proporcional al cuadrado de la distancia

6rbita excentricidad energia
2
hipérbola ] >1 E-"K 210
217
parédbola le] =1 E=0
2
elipse | 0<|e|<1 En<E=2% (210
2L
2
circunferencia e=0 E=E_=- ﬂ
min 2L2

Podemos ahora clasificar las érbitas de acuerdo con la energia total E de la particula
en movimiento, como se muestra en la Tabla 12.1. Estos resultados concuerdan con los
obtenidos en nuestra discusion cualitativa previa. Cuando la fuerza es atractiva (K < 0), la
orbita serd una hipérbola (rama +), pardbola, elipse o circunferencia segliin sea
E>0, E=0,E,,<E<0 6 E=E_. Cuando la fuerza es repulsiva (K>0) habra de ser
E>0, y la o6rbita solo puede ser una hipérbola (rama -).

En el caso de 6rbitas elipticas e hiperbdlicas, el semieje mayor viene dado por

a = = ___ [12.72]
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que, como vemos, depende tan sélo de la energia total de la particula y no de su momento
angular, resultado de gran importancia en la teorfa del modelo atémico de Bohr. En
cambio, en el caso de 6rbitas elipticas, el semieje menor

o L

- [12.73]

b =
\/1*82 V/Zm‘E|

depende de las dos constantes del movimiento (E,L).

§12.11. Orbitas elipticas: Leyes de Kepler.- Tras una laborioso andlisis de las
numerosas y precisas mediciones astrondmicas realizadas por el gran astrénomo danés
Tycho BRAHE (1546-1601), el que fue su discipulo y asistente, el astrénomo alemén
Johannes KEPLER®, enunci6 las leyes del movimiento planetario. Estas leyes empiricas,
conocidas como leyes de Kepler, son una descripcién cinemdtica del movimiento de los
planetas en el sistema solar y sirvieron de base a Isaac NEWTON (1642-1727) para la
descripcién dindmica del movimiento planetario y para el descubrimiento de la ley de la
fuerza responsable de dicho movimiento, esto es, la ley de la Gravitacion Universal. Kepler
enuncio las tres leyes, esencialmente, en la forma siguiente:

(1) Los planetas describen 6rbitas elipticas, en las que el Sol se encuentra en uno
de sus focos.

(2) El vector de posicion de cualquier planeta con respecto al Sol (radio vector)
barre 4reas iguales en tiempo iguales; i.e., la velocidad areolar es constante.

(3) Los cuadrados de los periodos de revolucién de los diversos planetas alrededor
del Sol son proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de sus Orbitas.

La segunda ley de Kepler (constancia de la velocidad areolar) es, como ya vimos en
§12.5, un teorema general referente al movimiento bajo la accién de fuerzas centrales.
Como acabamos de demostrar en el articulo anterior, la primera ley de Kepler se refiere
exclusivamente a fuerzas inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia. A
continuacién vamos a deducir la tercera ley de Kepler.

Con el objetivo de calcular el periodo de revolucion en una érbita eliptica, es
conveniente escribir la ec. [12.15], referente a la velocidad areolar, en la forma

de = — dS [12.74]

8 Johannes KEPLER (1571-1630). Astrénomo alemén. Habia de ser te6logo, pero estudié
también Filosofia, Matemadticas y Astronomia. Fue profesor de Matematicas y de Moral (1594-98)
y (1612-26). Fue ayudante de Tycho BRAHE en Praga (1600-01) y, al morir éste (1601), pasé a ser
matematico y primer astrénomo del emperador. Bajo la influencia de Coopérnico y de las ideas
pitagéricas, realizé sus primeros avances acerca de la armonia del sistema planetario. Recalculd
las tablas planetarias de Brahe y, al investigar el movimiento de Marte, encontr6 sus dos primeras
leyes (1609). Ademas, estudi6 la teoria de las lentes y los principios del anteojo astronémico.
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Ahora, integrado la ecuacién anterior para un periodo completo, durante el cual el radio
vector barre toda la supetficie de la elipse, se tiene

T
Tzfdtzz_mfdszz_ms [12.75]
L, L

0

y teniendo en cuenta que el drea de la elipse es S = mab, donde a y b son los semiejes
mayor y menor, respectivamente, y elevando al cuadrado la expresién [12.75], resulta que

2.2,2,202
e - Anmah (1276
L2
Los semiejes mayor y menor de la elipse vienen dados por
2 .
a=_% - _1 L b = a\/l - g [12.77]
1-¢2 1 - &> m|K]|
La expresion [12.77a] nos permite despejar L
L2 — a(l _ 82)m ‘K| [12.78]
Entonces, sustituyendo [12.77b] y [12.78] en [12.76] se obtiene
2
22 Anme s [12.79]

" a
K|
La constante K, en la ley de la fuerza gravitatoria, viene dada por [12.60], de modo que

2
4ms

T? = a [12.80]
GM

donde M representa la masa del Sol. El coeficiente de @’ es una constante para todos los
planetas del sistema solar, de acuerdo con la tercera ley de Kepler. La ecuacion [12.80]
permite "pesar” el Sol, si se conoce el valor de G y si conocemos el semieje mayor y el
periodo de revolucién de cualquier 6rbita planetaria.

Es interesante comprobar [12.80] para el caso de una 6rbita circular; puede hacerse facilmente
porque en dicho tipo de 6rbita la aceleracion del planeta es exclusivamente centripeta, ya que el médulo
de la velocidad permanece constante, lo que nos permite escribir

G = mrm’ - o’ = GM [12.81]

que es la misma ec. [12.80].

Debemos destacar que la tercera ley de Kepler, al igual que la primera, es vélida
solamente para fuerzas inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia; la segunda
ley de Kepler es menos restrictiva.

En este articulo y en el anterior hemos demostrado las leyes de Kepler a partir de las
leyes del movimiento de Newton y de la ley de Gravitacion Universal; esto es, hemos
supuesto conocida la ley de la fuerza. El problema inverso, esto es, deducir la ley de la
fuerza a partir de las leyes de Kepler (vide Ejemplo I) es de mayor importancia histdrica,
pues asi fue como dedujo Newton la ley de la gravitacion.
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Es de esperar que el movimiento de los planetas se aparte ligeramente del previsto por las leyes de
Kepler, ya que el problema que hemos resuelto en los articulos anteriores corresponde a una idealizacion
simplificada del problema fisico real. En primer lugar, hemos supuesto que el Sol, como objeto mds
masico del sistema solar, permanece fijo, definiendo asi un centro de fuerzas estacionario; de hecho, el
Sol deberd tener algin tipo de movimiento como resultado de las fuerzas con que es atraido por los
planetas que se mueven a su alrededor. Este efecto es realmente muy pequefio y puede corregirse por los
métodos que introduciremos en una leccion posterior (El problema de dos cuerpos). En segundo lugar,
sobre un planeta dado actiian también los otros planetas, ademds del Sol. Como las masas de los planetas,
incluso la de los mds pesados, representan una pequefiisima proporcion de la del Sol (la masa del planeta
Juapiter, el mayor de todos, es 1042 veces menor que la del Sol), la accién de los demds planetas sobre
uno dado representard tan s6lo pequefias desviaciones, aunque medibles, de las 6rbitas planetarias respecto
a las predichas por las leyes de Kepler. De hecho, los planetas Neptuno (ADAMS y LEVERRIER, 1846) y
Plutén (LOWEL, 1930) se descubrieron como resultado de sus efectos sobre las orbitas de los demds
planetas.

§12.12. Orbitas hiperbolicas: El problema de Rutherford.- Aunque desde un
punto de vista histérico el interés de las fuerzas centrales surgié con el estudio de las
oOrbitas planetarias, no hay razén alguna para considerarlas ligadas exclusivamente a ese
tipo de problemas; ya hemos mencionado el caso de las 6rbitas de Bohr. Otro problema
interesante susceptible de estudiarse por los métodos desarrollados en esta leccion es el de
la dipersion de particulas en un campo de fuerzas centrales. En particular, es de especial
interés historico la dispersién de particulas cargadas (v.g., particulas o) por los nicleos
atémicos, ya que fueron las experiencias de este tipo las que hicieron posible el
descubrimiento del niicleo atdmico y la estimacién de sus dimensiones, hacia 1910, por
RUTHERFORD (1871-1937) y sus colaboradores GEIGER y MARSDEN.

Supongamos una particula ligera, de carga ze, lanzada desde un punto lejano
contra otra particula mucho mds pesada, de carga Ze. La particula pesada
permanecerd practicamente estacionaria, pero la particula ligera seguird una
trayectoria hiperbdlica, de acuerdo con los resultados de los articulos anteriores. Si
la fuerza es atractiva (las dos cargas son de distinto signo) la particula pesada (el
centro de fuerzas) quedard en el foco interior de la hipérbola (rama positiva); si la
fuerza es repulsiva (las dos cargas son del mismo signo) la particula pesada quedara
en el foco exterior de la hipérbola (rama negativa). Esencialmente el problema es el
mismo en los dos casos; sin embargo, nosotros centraremos nuestra atencién en el
caso de que la fuerza sea repulsiva; esto es,

2
F:£ con K:Zze>

r? 4r £,

0 [12.82]

En las colisiones entre particulas atomicas, la regién en la que se desvia la
particula ligera incidente, pasando de una asintota a otra, es tan pequefa (del orden
de 10™° m) que no puede medirse directamente la distancia de mdxima aproximacién
(pericentro). Lo que si puede medirse es el dngulo de dispersion © definido por las
direcciones del movimiento de la particula incidente antes y después de la interaccion
con la particula pesada. El dngulo ¢ que forman las asintotas de la hipérbola con el eje
polar viene dado por

cos ¢ = i [12.83]
e
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Yy puesto que

T O
O=n-20 = ¢ =T -2 (284
) 0 53
serd
1 (C]
ctgdp = ——— =tg— [12.85]
2
g2 -1

de modo que sustituyendo en [12.85] la ex-
presion de la excentricidad [12.71], se tiene

tg@ _ | mK? [12.86]
2 \ 2EL?

Figura 12.20

Supongamos que la particula incidente
tuviese una velocidad inicial v, cuya recta
directriz pasase a una distancia s del centro de fuerzas; dicha distancia s recibe el
nombre de pardmetro de impacto. El momento angular y la energia total de la
particula, esto es, las dos constantes de su movimiento, vendran dadas por

E = %mvg L =mv,s = s\2mE [12.87]

que sustituidas en [12.86] nos permiten calcular el dngulo de dispersion mediante la
expresion

tgg - K [12.88]

2 2Es

en la que podemos sustituir el valor de K, dado por [12.82b], para obtener finalmente
el angulo de dispersion de Rutherford

2 2
2 - _Zze . Zze [12.89]

3
2 8me, Es e, mv, s

en funcidén del pardmetro de impacto s de la particula incidente. Se ve que el dngulo
de dispersion serd tanto mayor cuanto menor sea el pardmetro de impacto.

En un experimento tipico de dispersion, un haz de particulas cargadas (por ejemplo, particulas
alfa, con z = 2) monoenergéticas atraviesa una ldmina delgada (v.g., de oro, con Z = 79). La
expresion anterior nos permite conocer (vide §12.13) la proporcién de particulas del haz que seran
desviadas con un angulo de dispersién comprendido entre ©® y © + dO; todas aquellas cuyos
parametros de impacto estén comprendidos entre s y s + ds, como se ilustra en la Figura 12.21. A
la inversa, si conocemos la distribucién experimental de los dngulos de dispersién, podemos conocer
la de los pardmetros de impacto correspondientes y a través de ellos hacer una estimacion del
"tamafio del centro de dispersion". Este fue, en grandes lineas, el razonamiento de Rutherford para
explicar la dispersion "de gran angulo" de particulas alfa por los dtomos y que le llevé a formular
la teoria nuclear del dtomo, en contraposicioén al modelo atémico de Thomson que imaginaba el
atomo formado por electrones negativos en el seno de una masa de carga positiva extendida a todo
el volumen del atomo.



