Guia 1: Modelos de Sommerfeld y Drude

30 de marzo de 2021

Problema 2

Deducir las expresiones de la densidad de estados en sistemas 2D y 1D y aplicarlas a los
electrones libres.

Solucién 1

Queremos hallar la densidad de estados g(e) que se define como

oc) = o (1)

siendo n el nimero de estados en el volumen V. Y, para el caso de electrones libres, la energia

viene dada por
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Primero, calculamos n para los casos de 2D y 1D. El numero de estados en V es

N:2§1:ﬁ;(m{;)d (3)

Pasamos del cuasi-continuo al continuo recordando que el volumen que ocupa un estado en
el espacio k d-dimensional es (Ak)? = (2rr/L)?, de donde

N =2 (%)d/ddk (4)

Aplicando la ec. (4) para d = 1,2 resulta:
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Luego, reescribimos (5) y (6) en términos de € utilizando la ecuacién (2),
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y, finalmente, calculamos g(g) como:
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Las ecuaciones (8) y (9) son validas para los casos donde € > 0, mientras que para ¢ < 0 se

tiene g(e) = 0.
En la Figura 1 se presenta el grafico de g(e) para d = 1,2,3. Es importante notar que

para el caso en 2D la densidad de estados es constante.
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Figura 1: Densidad de estados g(¢) para 1D, 2D y 3D



Solucion 2

El nimero de estados entre las superficies de energia e(E) y E(E) + de es

L 3 petde
szz(%) / d*k (10)

donde d*k = dS.dk. Luego,

de

de = |gradge| dk = dkzm

(11)
Reemplazando (11) en (10) y dado que dn = dN/V = g(g)de (con V = L3) resulta:

g(e)*P = % / 5 (12)

—cte ‘grad,;é}

donde, para el caso de electrones libres, se tiene ‘grad,;5| = h?k /m y la densidad de estados
en 3D es

m 2me
g9(e)*" = o\ (13)
Ahora, seguimos el procedimiento analogo para 2D y 1D.
Para 2D, dN viene dado por:
L 2 petde
AN =2 (2—> / 2k d*k = di.dk (14)
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Entonces,
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Para 1D,
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Solucion 3

Para empezar partimos desde la ecuacion de la energia total para el gas de electrones:

U=2) &) f(Ex) (18)

Donde E(k) es la energfa de un electrén con momento k, y f(E)) nuestra funcién de distri-
bucion.
1

f(g(’_{)) = m % DiSt?“. de Fe’l“m’i - DZ’TG/C (19)
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E(k) — gas de electrones libres (20)
= Ahora vamos a calcular la densidad de energia:

U
U= v (21)

y para calcular el volumen tenemos que hacer V= (L)?. Entonces para 1D la densidad

de energia nos queda:
u=7 > ek f(Em) (22)

Considerando que normalmente tenemos un material lo suficientemente grande (N

grande), podemos pasar de nuestra expresién discreta al continuo por medio de:
S0 = e Sy () [ e st 23
- (Ak)? - 2m

Cond= 1, 2y 3.

Entonces para nuestro caso particular nos queda:



u= %% dk E(k)f(Ew) = 1 /_Z dk E(k)f(Ep) = %/OOO dk E(R)f(Ew)  (24)

Ahora, como sabemos de ec.(20) podemos pasar de una integral en k a una integral en

€ en ec.(24), y para esto hacemos:

(k) = hk k—,/2m — dk = 27;1 Cf_ (25)
Y
F(Em) = ER)f(Em) (26)

por lo tanto podemos escribir

! _/ h25 g T (Em)de = / \/% 27)

Y por la definiciéon de densidad de estados sabemos que

u= /00 g(E)F(E)dE (28)
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entonces con las ecs.(27) y (28) podemos escribir
<1 /2m o
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De donde podemos concluir que:

gﬂh,€>0
9(&) = (30)
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Ahora para el caso 2D, partimos nuevamente de ec.(18):

U =23 €M) (Ewm) (31)



Y la densidad de energia

U 2 _
U= dondeV:(L)d:L2—>u:ﬁzk:g(kz)f(g(k)) (32)

y para pasar al continuo usamos la relacién de ec.(23) y la densidad de energia para

2D nos queda:

= i [ EWrEn) = o [k EBsER) (33
Que podemos escribir en coordenadas polares
u= o %/kMMMXﬁ@Q (34)
y haciendo la integral en 6 nos queda
1p_%AwkdkﬂBf@®) (35)

y para pasar de esta integral en k a una integral en £ usamos las relaciones de ecs.(25)

y (26), y luego nos queda:
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y simplificando un poco la expresién

u-/‘ﬂﬁ € (37)

que por ec.(28) sabemos que podemos escribir la siguiente igualdad:

Amm@fwmgzlwf%fw®m5 (38)

De donde podemos concluir que
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