Enunciado del ejercicio

5. (a) Escribir en segunda cuantizacion el Hamiltoniano de un gas de electrones quasi-

bidimensional, cuyo Hamiltoniano en primera cuantizacion es:
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Sugerencia: Utilizar como base de particula tnica los estados:

1 .
wnka(ry 3) = Eebk.p(ron(z)Xcr(S) (2)

donde k = (k,, ky), p= (2,y) ¥ @u(z) satisface:

[_%% + u(z)] on(2) = Enpn(2) (3)

El hamiltoniano se puede pensar como suma de dos hamiltonianos:

HY = A, + H, (1)
donde
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El operador H") opera sobre las N particulas mientras que los operadores dentro de las sumas son operadores de particula
unica y de dos particulas. En segunda cuantizacién, y omitiendo los simbolos de operador de aqui en adelante, se puede
escribir que:

N N N
HY =" <ilHo + Hyorlj > aliai; =Y < ilHalj > aljaij + Y < iy jlHporlk, L > alalasay, (4)
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La base de particulas unicas que se pide utlilizar tiene en cuenta el concepto de subbandas, consecuencia del confinamiento
bidimensional. La ecuacién que satisfacen los estados confinados es la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
en una dimensién. Asimismo, las funciones de spin x, son autoestados del operador S, con autovalor :i:%. Las x, cumplen

tambien ser ortonormales:
Z Xoy Xos = 001,02 (5)
S

Calculando los elementos de matriz

1. El primer término de H; es la suma de operadores de energia cinética:

pi° = (ihV;)(ihV;) = —=h*V} = —=h*(92 + 0, + 02); (6)



donde cada uno de los operadores actiia sobre una tnica particula. Si los estados de la base los etiquetamos como
|nko >, usaremos para calcular los elementos de matriz que:

1 .
mas b, 01 >= 700, ()X (5) ™)
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|, ko, 09 >= Eem“’@lz (2)Xo5 (9) (8)
El elemento de matriz que debemos calcular para escrbir H; en segunda cuantizacion es:
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Usando la condicién de ortonormalidad de las funciones de spin, se tiene:

- %501’02 /d?’xe_ik”’gbzl () (—;;(ag + 35 +0%) + u(zl)> ek2r g (2) (10)
= iam s / Bre=*1rp, (2) [—hQ(ag +02)e*2P g, (2) + (—71263 + u(zi)) eikzwm(z)] (11)
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El primer término es:
h? , h? -
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Para el segundo, utilizamos la ecuacién de Schrodinger:

(-390 + 1(2) ) 612(2) = ensns 2 (13
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Entonces:
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Reemplazando en el primer término de la ecuacién (4), se tiene que en segunda cuantizacién:
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El dltimo operador es el numero de ocupacion de un orbital k, con spin ¢ y en la subbanda e,



2. El segundo término es el potencial de interacciéon coulombiano, que es un operador de dos particulas y por lo tanto
en segunda cuantizacién se escribe:
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Reemplazando la base de soluciones y usando la ortonormalidad de las funciones de spin, se puede ver que el elemento
de matriz es una integral que tiene la forma:
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Usando que |r —7/| = \/|p — p']2 + (2 — 2/)2 y separando la parte en z de la direccién del plano, se tiene:

e—ilki—k3)p—i(ka—ks)p’
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Haciendo un cambio de variables:

zy=p  ma=p—p (22)
se tiene que la integral del corchete es igual a:
/dzde e—ik1— k3)P671 (k2—k4)p’ /de o (o1 k) — (s ko) /d2 et(ks—k1)ws (23)
Vip=pT+ Vi + (2 =2')?

La primera integral es una delta de Dirac que fuerza la conservacién del momento durante la interaccién:
/dzmle*i[(k1+k2)*(k3+k4)]m1 — L25((k1 + k2) _ (kS + k4)) (24)

La segunda integral es exactamente la del ejercicio, si llamamos q = k3 — kq:

etdT2 _ QEB*CNZ*Z'\ (25)
@2+ (222 4

Reemplazando en el elemento de matriz:

— %5017035027045(@1 + ko) — (ks + ky)) / dzdz' 6% (2)¢7%, (2) by (2) Py (2 )e ™42~ (26)

La ultima integral se podria resolver si conocemos quienes son las autofunciones del problema unidimensional. Queda
expresada la integral como In(q) donde N = (ny,n2,n3,n4). Entonces el elemento de matriz es:

27
= q?601703602,046((k1 + kQ) - (k?) + k4))IN(q) (27)
y el operador se puede escribir como:
. me? i i
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ki,01,m1,...,k4,04,m4

El proximo trabajo es arreglar los momentos. La condicién que impone la delta de Dirac es la conservacion del

momento:
ki+ ko =ks+ ky (29)



Si tomamos un cambio de variables:

ki=K+gq ky=P—gq (30)
ks=K kys=P (31)

se cumple que:
ki+ky=K+P=kz3+k;=K-+P (32)

por lo que el cambio mantiene la conservacién del momento y ademas identifica a fi(ks — k1) = g como el momento
intercambiado en la interaccion entre las dos particulas. Contrayendo las deltas de spin, se tiene que:

0’120'3:)\1 0'2:0'4:>\2 (33)

Por lo tanto, el resultado final del operador es:

T
pot § § g IN aK+q A1 YP—qAa,n0 AP A2, na OK A1 ng (34)
K P’q )‘1,)\2

Juntando ambas partes del ejercicio, el hamiltoniano del gas cuasi 2D es:

h? |K|
H= Z NK,o;n + Z Z Z 7IN CLK+q A, @ ;3 g A2, AP A2, ns CK A3 (35)
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La segunda parte del ejercicio nos pide realizar un trabajo similar pero para el hamiltoniano del jellium model. Recordemos
que el modelo es el de un gas de electrones emplazado sobre un background de carga positiva uniforme, distribuido de
forma uniforme para que el sistema sea electricamente neutro. El nuevo hamiltoniano total serd la suma de tres términos.
Uno es el término de electrones, levemente modificado para que incluya el confinamiento y el factor de Yukawa en el
potencial coulombiano:

N P2 e—Hri—m;]
H, = . i 36
! Z2m—|—uz Z|rl—rj\ (36)
i=1 i#j
otro término sera el de energfa del background de carga positiva con densidad n(x):
2 Ne—plz—z'|
Hb = g /ded?’x’ ’I’L(Z‘)TL(LI} )6 (37)
2 |x — |

y por ultimo la energia de interaccién electrén-background:

6 —ple—mr]

n(x
Hei— b—_€2Z/d3 BT (38)

El factor u es un artilugio matematico para hacer converger las integrales y luego haremos tender el mismo a cero. Notar
que para que el cdlculo se pueda realizar explicitamente y no tengamos divergencias, es necesario pensar que en cada paso
del célculo se cumple:

pwt<<L (39)

donde L es la dimensién de la caja en la que colocamos las particulas. Luego, este L tenderd a infinito para darnos el
resultado bulk. Notar tambien que las unicas variables dindmicas son las correspondientes a los electrones, ya que el
background positivo es inerte. Por lo tanto, la energia del background es integrable. Si la densidad de carga postiva es
uniforme, de forma que n(z) = N/L* = N/V, entonces:

2 2 —ple—z'|
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Hacemos un cambio de variables en la integral: z = |z—a’| que se justifica dado que el sistema tiene invariancia traslacional.

Por lo tanto se tiene:
—eNQ/d?’ / 3eW—62N2/d3z6_w—62N247T (41)
H=5v T2V 2V 2

donde en el ultimo paso usamos un resultado conocido. Notar que el término diverge para pu = 0 porque debido al largo
alcance de la interaccién coulombiana se permitiria la interaccién de todos con todos.

Por otro lado, el término H¢;_; es en principio un operador de una particula, donde el operador es la densidad. Sin
embargo, para un background uniforme en el espacio es nuevamente integrable. La integral utiliza el mismo truco de la
invariancia traslacional para realizar el cdlculo y por lo tanto se tiene que:
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Reemplazando en el hamiltoniano original:

(43)

e N247T N247T e2 N2 4x¢
H=Hez+Hel—b+Hb=Hel+( ): el
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2V 2 Vo2 2V p?
Por lo tanto, todos los efectos fisicos se encuentran contenidos en H,;. Este nuevo hamiltoniano se puede separar en dos
partes. Una es la parte que resolvimos en el inciso anterior, que ya sabemos escribir en segunda cuantizacién por lo que

podemos reciclar el resultado:
1 v m i 2m k on%k,on

k,omn
Tenemos que ahora escribir el término del potencial de Yukawa de la expresion en segunda cuantizacién y utilizando la
nueva base de soluciones confinadas:

e erl TJ‘ 62 e Ml?‘lf’l‘JI
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Reemplazando las funciones base, tendremos que calcular un elemento de matriz de la forma:
1 il » e~ MV (p—p')?+(2—2")?
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Realizando la misma sustitucién que antes, la integral entre corchetes es:
— /12 z—z' 2
/ d2l’1d2l‘2 ei((k1+k2)*(k3+k4))m1 %ei(k@*kl)mg (47)
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) efu\/x§+(zfz/)2ei(k3—k:1)mz N A
= 0((k1 + k2) — (k3 + k4))/d T2 EENEEE = 0((k1 + k2) — (k3 + ka))e PN
si q = ks — k1. Entonces, reemplazando resulta que:
47'(' * * —qlz—2'
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donde nuevamente dejamos expresada la integral en términos de las autofunciones. Si tomamos el cambio de variables que

tomamos antes:
ki=K+gq ko=P—q

ks =K ky,=P
y contraemos las deltas de spin, el operador se escribe como:
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Por lo tanto, el hamiltoniano del Jellium cuasi 2D es:
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