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1. Demostrar las reglas de anticonmutación que satisfacen los operadores de creación y destrucción de fermiones.

{ai, aj} = 0 (1)

{
a†i , a

†
j

}
= 0 (2)

{
ai, a

†
j

}
= δij (3)

Demostraciones:

1.(1)Escribo la expresión del anticonmutador:

{ai, aj} = aiaj + ajai

Resuelvo por partes

aiaj |n1, .., ni, .., nj , .. >= aiθjnj |n1, .., ni, .., 0j , .. >= θjnjθini|n1, .., 0i, .., 0j , .. >

ajai|n1, .., ni, .., nj , .. >= θiniaj |n1, .., 0i, .., nj , .. >= θiniθ̃jnj |n1, .., 0i, .., 0j , .. >

θ̃j = −θj => Porque tengo un estado menos en ni.

ajai|n1, .., ni, .., nj , .. >= −θiniθjnj |n1, .., 0i, .., 0j , .. >

(aiaj + ajai)|n1, .., ni, .., nj , .. >= 0

∴ {ai, aj} = 0

1.(2)Escribo la expresión del anticonmutador: {
a†i , a

†
j

}
= a†ia

†
j + a†ja

†
i

Resuelvo por partes

a†ia
†
j |n1, .., ni, .., nj , .. >= a†iθj(1− nj)|n1, .., ni, .., 1j , .. >= θj(1− nj)θi(1− ni)|n1, .., 1i, .., 1j , .. >

a†ja
†
i |n1, .., ni, .., nj , .. >= θi(1− ni)a†j |n1, .., 1i, .., nj , .. >= θi(1− ni)θ̃j(1− nj)|n1, .., 1i, .., 1j , .. >

θ̃j = −θj => Porque tengo un estado más en ni.

a†ja
†
i |n1, .., ni, .., nj , .. >= −θi(1− ni)θj(1− nj)|n1, .., 1i, .., 1j , .. >

(a†ia
†
j + a†ja

†
i )|n1, .., ni, .., nj , .. >= 0
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∴
{
a†i , a

†
j

}
= 0

1.(3)Escribo la expresión del anticonmutador: {
ai, a

†
j

}
= aia

†
j + a†jai

Resuelvo por partes

aia
†
j |n1, .., ni, .., nj , .. >= aiθj(1− nj)|n1, .., ni, .., 1j , .. >= θj(1− nj)θini|n1, .., 0i, .., 1j , .. >

a†jai|n1, .., ni, .., nj , .. >= θinia
†
j |n1, .., 0i, .., nj , .. >= θiniθ̃j(1−nj)|n1, .., 0i, .., 1j , .. >= −θiniθj(1−nj)|n1, .., 0i, .., 1j , .. >

(aia
†
j + a†jai)|n1, .., ni, .., nj , .. >= 0 => para i 6= j.

si i = j:

aia
†
i |n1, .., ni, .. >= aiθi(1− ni)|n1, .., 1i, .. >= θi(1− ni)θi|n1, .., 0i, .. >= (1− ni)θi|n1, .., 0i, .. >

a†iai|n1, .., ni, .. >= a†iθini|n1, .., 0i, .. >= θiniθi|n1, .., 1i, .. >

(aia
†
i + a†iai)|n1, .., ni, .. >=

{
|n1, .., 1i, .. > si ni = 1
|n1, .., 0i, .. > si ni = 0

(aia
†
i + a†iai)|n1, .., ni, .. >= |n1, .., ni, .. >=>

{
ai, a

†
i

}
= 1

=>∴
{
ai, a

†
j

}
= δij

2. A partir de las reglas de anticonmutación, demostrar las siguientes identidades para los conmutadores de los ope-
radores fermiónicos.

[ai, aj ] = 2aiaj (4)

[
a†i , a

†
j

]
= 2a†ia

†
j (5)

[
ai, a

†
j

]
= 2aia

†
j − δij (6)

Demostraciones:

2.(4) Escribo el conmutador:
[ai, aj ] = aiaj − ajai

De la relación de anticonmutación 1.(1) hacemos:

{ai, aj} = aiaj + ajai => ajai = {ai, aj} − aiaj

Reemplazando
[ai, aj ] = aiaj − [{ai, aj} − aiaj ]

[ai, aj ] = aiaj − 0 + aiaj = 2aiaj

∴ [ai, aj ] = 2aiaj

2.(5) Escribo el conmutador: [
a†i , a

†
j

]
= a†ia

†
j − a

†
ja

†
i
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De la relación de anticonmutación 1.(2) hacemos:{
a†i , a

†
j

}
= a†ia

†
j + a†ja

†
i => a†ja

†
i =

{
a†i , a

†
j

}
− a†ia

†
j

Reemplazando [
a†i , a

†
j

]
= a†ia

†
j −

[{
a†i , a

†
j

}
− a†ia

†
j

]
[
a†i , a

†
j

]
= a†ia

†
j − 0 + a†ia

†
j = 2a†ia

†
j

∴
[
a†i , a

†
j

]
= 2a†ia

†
j

2.(6) Escribo el conmutador: [
ai, a

†
j

]
= aia

†
j − a

†
jai

De la relación de anticonmutación 1.(3) hacemos:{
ai, a

†
j

}
= aia

†
j + a†jai = δij => a†jai = δij − aia†j

Reemplazando [
ai, a

†
j

]
= aia

†
j −

[
δij − aia†j

]
= 2aia

†
j − δij

∴
[
ai, a

†
j

]
= 2aia

†
j − δij
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