Guia 3

Comentario

Primeramente mostraremos un par de propiedades de los operadores que
nos vendran bien en los ejercicios que siguen.

Como se tiene para los operadores de destruccién que [a;, a;] = 2a,a;, de
que [A, B] = AB— BA y por lo tanto [A, B] = —[B, A], se deduce facilmente

que a;a; = —aja;. De idéntica forma resulta aia; = —a;aq;.
Por otra parte, recordemos que {a;, a}} = 0;j.
Ejercicio 3
Debemos probar en este caso que
[azaj, a};al] = 6jkazal — 5ila2aj. (1)

Por definicién se tiene [ala;, ala)] = ala;ala — alaal
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@;. Sumemos y res-

temos a,a,a;a; y a,a;qa;, con lo cual se obtiene
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lalaj, apa)] = ala;a,a — ajaa)a;

+a;-ra/z,ajal — ajazajal
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+a,a;aa; — aga;aa; (2)
donde hemos coloreado los términos que agruparemos. Tomemos entonces

entre los términos indicados factor comun a derecha y a izquierda, segiin
corresponda, de donde resulta

(afaj, afa] = al(aja} + ajay)ar — al(aa] + alar)a;
—alalaja; + alalaa; . (3)

Pero justamente los términos marcados son, respectivamente, los anticon-
mutadores {a;,a}} v {a;,al}, con lo cual tenemos

lafay, ajar] = 0;rafa — Suala;
—alala;a + alalaa; . (4)
Finalmente notar que, como azaj = —ajaz y aqja; = —a;aq;, conmutando
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dos veces se tiene que a,a,a;a; = aga;a;a; con lo que la segunda linea de la

ecuacién se anula y por lo tanto se obtiene la identidad de la ec. (1).



Ejercicio 4
Debemos probar ahora que

[a}aj,a;ga;raman]: jma,:a;anaj—|—5jkagazraman—5ma2a;ramaj—@m!alaman. (5)

Una vez mas, expresemos explicitamente por definicion el conmutador,
se tiene aqui [aZaj,alzalTaman] = aZajaLalTaman — aza;amanagaj. De nuevo,
sumemos y restemos, pero esta vez ajazajazraman vy azazramajanaj, con lo
cual se obtiene
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lalaj, apa)aman] = a;a;a;a)ama, — 0.0] 0 a,a.a;
—I—a;ra,taja;raman — azazaja;aman

+dldlapmalana; — alalamalaya; . (6)

Nuevamente hemos coloreado términos que asociando, y con el mismo
argumento del ejercicio anterior, nos permiten escribir

[alaj, aLalTaman] = jk;aja}aman - 5ma2a2ramaj
—ajazajazraman + a}la}amajanaj ) (7)

Sumemos vy restemos ahora aTaT aTa-aman aT aTaTamanw con lo cual se
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obtiene

T ToT _ T ToT
lalaj, apa]aman,] = 0j50)0) Ay — 0in0L0] GG,
—aga,t Ay, Gy, + a,taj(,z,,,(zjanaj
+a}a2a;ajaman — a}a}; Ay, Oy
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+apa)ala,,ana; — L0 6] G aya; . (8)

Y con el mismo argumento de antes (para facilitar la identificacién de los
anticonmutadores hemos coloreado los términos a asociar) llegamos por lo
tanto a que
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lala;, aja)aman,| = dkala) aman — 8ina,.a] Gna;

—@mlalaman + 5¢ma2a;anaj

+dlalalajama, — alalalamana; . (9)

Finalmente, si en el primer término de la tltima linea conmutamos alaz
y luego ajazr, y también a;a,, y luego a;a,, se obtiene que ese primer término



es igual al segundo y por lo tanto se cancelan (notar que la cantidad de
permutaciones es par). Con esto llegamos a confirmar la identidad presentada
en la ec.(b).



