Guia 4

Comentario

Primeramente recordemos de ejercicios precedentes las siguientes dos iden-
tidades que usaremos:

[a;raj, azal] = jka;ral - 5ila]taj ) (1)

[a;raj, azazraman] = 5jma2a;anaj + @wla}aman — 5ma2a;amaj - c%mfalaman.

(2)

Ejercicio 2

a) Deseamos analizar la ecuacion (8.3) del libro de Haug y Koch que da
la evolucién de aL_ ok segun el formalismo de Heisenberg, a saber

1
ok = 7 Mg )

donde H es el hamiltoniano, el cual, por comodidad, nosotros llamaremos
H =Hi+ Hs, con

H = Z Ey afax, (4)
k
1
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= 2 Z Va Qi i e - (5)
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De esta forma, el andlisis del conmutador presente en la ec. (3) lo subdi-
vidiremos en dos por comodidad.

i) De la primera identidad mencionada (ec.(1)) aplicada al conmutador
[a;r{,ak/, al q0x] en forma directa resulta

[aLak/, anak] = 5k/7k_qaL/CLk — 5k/kanak/, (6)

y por lo tanto

Z Ek/ [CLLCLk/, aL_qak] = Z Ek/(ék/,k_qalt,ak — 5k/kaL_qak/). (7)
k' K’

Hagamos notar que al sumar sobre todos los k’ la primera ¢ hace sobrevivir
sélo al término con k' = k — q y la segunda al término con k' = k, por lo
cual resulta

Z E [ali/ak/, aL_qak] = Ek—qGL_qu — EkaL_qak. (8)
k/



Finalmente, multiplicando todo por i/h y sacando factor comin a derecha
aL_qak, tenemos

l .
7 Z Ey [aL,ak/, anak] = 1( €4—g — ek)altfqak, 9)
k/

donde se ha llamado €; = E;/h. Notar que este resultado es el presentado en
la ecuacién (8.5) del libro de Haug y Koch, y significa que

l

h[Hb alT(_qak] = i(€p—g — Gk)al_qak, (10)

que es parte de la expresién del miembro derecho de la ec. (3).

ii) Debemos ahora hacer algo similar con Hs, para lo cual apliquemos la
segunda identidad (dada en la ec. (2)) al conmutador [aL_qak, aL,fpaL, L plp ],
de donde se obtiene

i i i — i T i T
(a4 q i, Oy Qi Opr ] = Ok—qpr Qg Gy O Qi+ O o pye_ Ay o Oy Qe

_ T T _ T T
Ok—qk' OOy 4 pOp! U — Ohep/+plge_qlyer 0! i - (11)
Hagamos notar que al sumar sobre todos los k', p’ v p hay un coeficiente
V, multiplicando, pero evitaremos tocar el indice p en esto: la primera 9§
hace sobrevivir sélo al término con p’ = k — q, la segunda al término con

k' = k + p, la tercera al término k' = k — q y la cuarta al p’ = k — p, por lo
cual resulta
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g p Oy pOp/ Ok — Qi gy Ok—pUic - (12)
Por lo tanto se tiene
Wi, t T T _
Zk’,p',p#o oh [ak/ipaplﬂ_pap’ak/, ak_qak] -
Vp T T T T
Zk’,p’,p#o 2h (_ak’—pakﬂﬁpak'ak — Ox—qUp/4pPp'dk+p

+al o pal apax + aL_qaLLpakfpak/) , (13)

que corresponde a la ecuacién (8.7) del libro de Haug y Koch.



b) Debido a que el potencial es simétrico resulta ser V, = V_,, por lo
tanto, si en la ec. (13), en el primero y segundo sumandos del paréntesis del
miembro derecho hacemos p — —p resulta

o f T o f 1
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y conmutando ahora los operadores dagados en el primero y los operadores
si dagar en el segundo obtenemos

T T T l
(ak_q_pak, Lp 0 Ak F Qi@ Ak plyp
T i i T
g pOprspp/ Ok + Qg Ak—paic) - (15)

Hagamos notar que k y q estan fijados por el operador de una particula

T y que la suma serd sobre k', p’ y p # 0 donde el coeficiente que

k—
mul?ciplica s6lo depende de p, ademads en los términos donde aparece k' no
aparece p’ vy viceversa. A cada p dado, varfan k' y p’ pasando por todos
los momentos, por lo tanto (comparar el primer término con el tercero, y el
segundo con el cuarto) podemos poner k' — p’ en el primer término (que
resulta igual al tercero) y en el cuarto término (que resulta igual al segundo),
con lo cual la ec. (13) resulta

Zk/,p/,p#o %[QL’_pa’Tp’—&-pap/ak'? akaqak] =

iV,
ZpCWfO ZTp(ach—q—paL%paP’ak + alt—qa;r;upak—pap’) . (16)

a

O lo que es lo mismo

{ iV,
7—1[7'[2, CLL_q&k] = Z Tp(a}t_q_pa;ﬂap/ak + aL_qaL,_pak,pap/) s (17)
p’,p7#0
que es la otra parte (junto con lo mostrado en (10)) de la expresién del
miembro derecho de la ec. (3).

Finalmente, si en la ecuacién (3) tenemos en cuenta que H = Hy + Ho,
con las expresiones mostradas en (4) y (5), y los resultados obtenidos en (10)
y (17), se tiene

a0 . i
at Yx—qk = Z( €k—q — Ek)ak,qak +
Vo T T T t
Zp’,mﬁo T(aqufpapurpap/ak + ak—qap'—pak—pap’) . (18)
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Por lo tanto se tiene para el valor esperado del operador anak la si-
guiente ecuacion que da su evolucién en el tiempo:
d .
L (af_qon) = i( €x—q — €x){af_qax) +
Vi T T
Zp/,p;éo %(<ak—q—pap’+paplak> + <aL—qaL’—pak*Pap/>) ) (19>

y que corresponde a la ecuacién (8.8) del libro de Haug y Koch.



