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• Red cristalina, red recíproca y difracción de rayos X

• Clasificación de los sólidos y energía de cohesión

• Vibraciones, fonones y propiedades térmicas

• Electrones en sólidos

• Semiconductores y juntura semiconductora

• Magnetismo en sólidos

• Introducción a los aisladores topológicos

Programa de la materia



Topología

La topología es una rama de las matemáticas que estudia propiedades geométricas de objetos que son

invariantes ante deformaciones continuas.

Topología: Introducción

Se dice que dos objetos son topológicamente equivalentes si pueden transformarse el uno en el otro

mediante deformaciones como doblar, retorcer, expandir, contraer, etc., pero sin separar lo que estaba

unido, ni pegar lo que estaba separado.

Teorema de Gauss-Bonnet (para superficies cerradas):

https://en.wikipedia.org/wiki/Topologyhttps://www.youtube.com/watch?v=9NlqYr6-TpA

Sí son topológicamente

equivalentes

No son topológicamente 

equivalentes

𝜒 =
1

2𝜋
න
𝑆

𝐾𝑑𝐴 = (2 − 2𝑔)

Curvatura de Gaussiana: 
1

𝑅1

1

𝑅2

Genus (N° de agujeros)

Para una esfera: 𝐾 = 1/𝑅2 𝜒 = 2, 𝑔 = 0 (𝜒, g son invariantes 

topológicos)

Característica de Euler

Vector normal

Plano 
tangente

Planos de 
curvaturas 
principales
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Evolución de un estado cuántico en un proceso adiabático

Consideremos un Hamiltoniano ℋ( ത𝑅), con parámetros ത𝑅 = 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3…

Fase de Berry

ℋ ത𝑅 ۧ|𝑛( ത𝑅) = 𝐸𝑛( ത𝑅) ۧ|𝑛( ത𝑅)

Partiendo del estado ۧ|𝑛( ത𝑅(𝑡 = 0)) , queremos conocer el estado a tiempo 𝑡 al realizar un recorrido 𝒞 en el

espacio de parámetros, en forma adiabática. El sistema evolucionará al estado ۧ|𝑛( ത𝑅 𝑡 ) , pero ¿con qué fase?

Escribimos: ۧ|𝜓(𝑡) = 𝑒−𝑖𝜃(𝑡) ۧ|𝑛( ത𝑅(𝑡)) ; ℋ ത𝑅(𝑡) ۧ|𝜓(𝑡) = 𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑡
ۧ|𝜓(𝑡) Autoestado instantáneo de ℋ ത𝑅(𝑡)

𝐸𝑛 ത𝑅(𝑡) 𝑒−𝑖𝜃(𝑡) ۧ|𝑛( ത𝑅(𝑡)) = ℏ𝑒−𝑖𝜃(𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
𝜃(𝑡) ۧ|𝑛( ത𝑅(𝑡)) + 𝑖ℏ𝑒−𝑖𝜃(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
ۧ|𝑛( ത𝑅(𝑡))

𝐸𝑛 ത𝑅(𝑡) − iℏ 𝑛( ത𝑅(𝑡))
𝑑
𝑑𝑡

𝑛( ത𝑅(𝑡)) = ℏ
𝑑

𝑑𝑡
𝜃(𝑡)

𝜃 𝑡 =
1

ℏ
න
0

𝑡

𝐸𝑛 ത𝑅(𝑡′) 𝑑𝑡′ − 𝑖 න
0

𝑡

𝑛( ത𝑅(𝑡′))
𝑑
𝑑𝑡′

𝑛( ത𝑅(𝑡′)) 𝑑𝑡′

Fase de Berry (𝛾𝑛)

𝛾𝑛 = 𝑖 න
0

𝑡

𝑛 ത𝑅 𝑡′ ∇ ത𝑅 𝑛 ത𝑅 𝑡′
𝑑 ത𝑅

𝑑𝑡′
𝑑𝑡′ = 𝑖 න

ത𝑅0

ത𝑅𝑡

𝑛 ത𝑅 ∇ ത𝑅 𝑛 ത𝑅 𝑑 ത𝑅 = න
ത𝑅0

ത𝑅𝑡
ҧ𝐴𝑛( ത𝑅)𝑑 ത𝑅

Potencial de Berry



Evolución de un estado cuántico en un proceso adiabático

Fase de Berry

𝛾𝑛 = න
ത𝑅0

ത𝑅𝑡
ҧ𝐴𝑛( ത𝑅)𝑑 ത𝑅; ҧ𝐴𝑛( ത𝑅) = 𝑖 𝑛 ത𝑅 ∇ ത𝑅 𝑛 ത𝑅

ۧ|𝑛( ത𝑅) → 𝑒𝑖𝜒( ത𝑅) ۧ|𝑛( ത𝑅)

ҧ𝐴𝑛 ത𝑅 → ҧ𝐴𝑛 ത𝑅 − ∇ ത𝑅𝜒( ത𝑅) 𝛾𝑛 → 𝛾𝑛 −න
ത𝑅0

ത𝑅𝑡

∇ ത𝑅𝜒 ത𝑅 𝑑 ത𝑅

= 𝜒 ത𝑅𝑡 − 𝜒 ത𝑅0

La fase de Berry resulta invariante si el camino 𝒞 es cerrado, y se vuelve una propiedad observable del

sistema.

Sabemos que cambiar un estado en una fase global no afecta a la dinámica del sistema:

Potencial de Berry

Fase de Berry:

¿Pero qué sucede con el potencial y fase de Berry?

Consideremos un Hamiltoniano ℋ( ത𝑅), con parámetros ത𝑅 = 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3…

Partiendo del estado ۧ|𝑛( ത𝑅(𝑡 = 0)) , queremos conocer el estado a tiempo 𝑡 al realizar un recorrido 𝒞 en el

espacio de parámetros, en forma adiabática. El sistema evolucionará al estado ۧ|𝑛( ത𝑅 𝑡 ) , pero ¿con qué fase?

Autoestado instantáneo de ℋ ത𝑅(𝑡)

ℋ ത𝑅 ۧ|𝑛( ത𝑅) = 𝐸𝑛( ത𝑅) ۧ|𝑛( ത𝑅)



Enlaces fuertes en red monoatómica 1D con una base y un orbital por sitio

𝜀 𝑘 = ± 𝑡1
2 + 2𝑡1𝑡2 cos 𝑘𝑎 + 𝑡2

2

Enlaces fuertes en 1D: Introducción

𝜀 𝑘 𝑏1 + (𝑡1 + 𝑡2𝑒
−𝑖𝑘𝑎)𝑏2 = 0

(𝑡1 + 𝑡2𝑒
𝑖𝑘𝑎)𝑏1 + 𝜀 𝑘 𝑏2 = 0

𝑏1
𝑏2

= −
𝑡1 + 𝑡2𝑒

−𝑖𝑘𝑎

𝜀 𝑘
=
−𝑡1 − 𝑡2 cos 𝑘𝑎 + 𝑡2isen𝑘𝑎

𝜀 𝑘

𝑏1
𝑏2

=
(𝑡1 + 𝑡2 cos 𝑘𝑎)

2+𝑡2
2 sen2 𝑘𝑎

𝜀 𝑘
𝑒
iarctan

𝑡2sen 𝑘𝑎
−𝑡1−𝑡2 cos 𝑘𝑎 = ±𝑒−𝑖𝜑(𝑘)

ℋ𝑘 = തℎ 𝑘 ∙ ത𝜎 =
ℎ𝑧 ℎ𝑥 − 𝑖ℎ𝑦

ℎ𝑥 + 𝑖ℎ𝑦 −ℎ𝑧

඀ቚ𝑘± =
1

2

±𝑒−𝑖𝜑(𝑘)

1

= arctan 𝑡2sen 𝑘𝑎 /(𝑡1 + 𝑡2 cos 𝑘𝑎)
= |𝜀 𝑘 |

𝜀 𝑘 = തℎ 𝑘 ; 𝜑 𝑘 = arctan(ℎ𝑦/ℎ𝑥)തℎ 𝑘 = − 𝑡1 + 𝑡2 cos 𝑘𝑎 , 𝑡2sen𝑘𝑎 , 0

Vector de Pauli

; ℋ𝑘

𝑏1
𝑏2

= 𝜀 𝑘
𝑏1
𝑏2

(ℎ𝑥 − 𝑖ℎ𝑦)𝑏2 = 𝜀 𝑘 𝑏1ℎ𝑧 = 0

(ℎ𝑥 + 𝑖ℎ𝑦)𝑏1 = 𝜀 𝑘 𝑏2

𝑎

CP
𝑡1 𝑡2 𝜙 𝑥 = 𝑏1𝜙𝐴 𝑥 + 𝑏2𝜙𝐵 𝑥

= 𝑋 + 𝑖𝑌 = 𝑋2 + 𝑌2𝑒
𝑖𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

𝑌
𝑋



Enlaces fuertes en red monoatómica 1D con una base y un orbital por sitio: Banda llena

Enlaces fuertes en 1D: Modelo SSH (Su-Shrieffer-Heeger)

ℋ𝑘 = തℎ 𝑘 ∙ ത𝜎

𝜀 𝑘 = ± 𝑡1
2 + 2𝑡1𝑡2 cos 𝑘𝑎 + 𝑡2

2;

= arctan
ℎ𝑦

ℎ𝑥

඀ቚ𝑘± =
1

2

±𝑒−𝑖𝜑(𝑘)

1

=
𝑖

2
−𝑒𝑖𝜑(𝑘) ۦ |𝜙𝐴 ۦ+ |𝜙𝐵

𝑑

𝑑𝑘
−𝑒−𝑖𝜑 𝑘 | ۧ𝜙𝐴 + | ۧ𝜙𝐵

𝜈 =
𝛾

𝜋
=
1

𝜋
ර𝐴 𝑘 𝑑𝑘 =

1

2𝜋
ර
𝑑𝜑

𝑑𝑘
𝑑𝑘

Potencial de Berry:

Integramos 𝐴(𝑘) en la 1ZB y medimos

en unidades de 𝜋 (número de giro, 𝜈):

¡𝑡1 > 𝑡2 y 𝑡2 < 𝑡1 son topológicamente diferentes! En

analogía con el teorema de Gauss-Bonnet, el objeto es ahora

la 1ZB, la curvatura Gaussiana el potencial de Berry, y el

número de giro la característica de Euler.

𝑎

CP
𝑡1 𝑡2

തℎ 𝑘 = − 𝑡1 + 𝑡2 cos 𝑘𝑎 , 𝑡2sen𝑘𝑎 , 0 ;

𝐴 𝑘 = 𝑖 𝑘−
𝑑
𝑑𝑘

𝑘−

E
n

er
g

ía

𝑡1 > 𝑡2 𝑡1 = 𝑡2 𝑡1 < 𝑡2

𝑘 (𝜋/𝑎) 𝑘 (𝜋/𝑎) 𝑘 (𝜋/𝑎)

𝜙 𝑥 = 𝑏1𝜙𝐴 𝑥 + 𝑏2𝜙𝐵 𝑥 ;

=
1

2

𝑑𝜑

𝑑𝑘

= ቊ
0, 𝑡1> 𝑡2
1, 𝑡1< 𝑡2

= ± തℎ 𝑘

𝑡1
𝑡1 𝑡1

𝑡2𝑡2𝑡2



Enlaces fuertes en red monoatómica 1D con una base y un orbital por sitio: Banda llena

Enlaces fuertes en 1D: Modelo SSH (Su-Shrieffer-Heeger)
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𝑑

𝑑𝑘
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𝜈 =
𝛾

𝜋
=
1

𝜋
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ර
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Potencial de Berry:

Integramos 𝐴(𝑘) en la 1ZB y medimos

en unidades de 𝜋 (número de giro, 𝜈):

𝑎

CP
𝑡1 𝑡2

തℎ 𝑘 = − 𝑡1 + 𝑡2 cos 𝑘𝑎 , 𝑡2sen𝑘𝑎 , 0 ;

𝐴 𝑘 = 𝑖 𝑘−
𝑑
𝑑𝑘

𝑘−

E
n

er
g

ía

𝑡1 > 𝑡2 𝑡1 = 𝑡2 𝑡1 < 𝑡2

𝑘 (𝜋/𝑎) 𝑘 (𝜋/𝑎) 𝑘 (𝜋/𝑎)

𝜙 𝑥 = 𝑏1𝜙𝐴 𝑥 + 𝑏2𝜙𝐵 𝑥 ;

=
1

2

𝑑𝜑

𝑑𝑘

= ቊ
0, 𝑡1> 𝑡2
1, 𝑡1< 𝑡2

= ± തℎ 𝑘

Aunque la trayectoria de തℎ 𝑘 deje de ser un círculo

perfecto (por introducir pequeños cambios en el potencial de

Berry, o en ℋ𝑘 a través de 𝑡1, 𝑡2), 𝜈 se mantendrá invariante.
𝑡1

𝑡1 𝑡1

𝑡2𝑡2𝑡2



Enlaces fuertes en red monoatómica 1D con una base y un orbital por sitio: Estados de borde

𝑡1 = 1, 𝑡2 = 0

𝑎

CP
𝑡1 𝑡2

E
n
er

g
ía

𝑘 (𝜋/𝑎) 𝑘 (𝜋/𝑎)

𝑡2 𝑡1

E
n

er
g

ía

E
n
er

g
ía
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𝜀 𝑘 = ± 𝑡1
2 + 2𝑡1𝑡2 cos 𝑘𝑎 + 𝑡2

2

𝑡1 = 0.3, 𝑡2 = 1

𝜀~0

𝜀~0

𝜀 < 0

𝑡1 = 0, 𝑡2 = 1

𝑡2 − 𝑡1 𝜓0

𝑥

𝑡2= 0:

𝑡1= 0:

arXiv:1906.08435v1

𝑡1 = 1 𝑡2 = 1

Interfaz entre fases topológicas

Enlaces fuertes en 1D: Modelo SSH (Su-Shrieffer-Heeger)



Encontramos que existe una correspondencia

entre propiedades de volumen y propiedades

de borde: Invariantes topológicos de

volumen (gobernados por los autoestados del

Hamiltoniano) están relacionados con la

existencia o no de estados de borde. Así, el

caso de 𝜈 = 1 es lo que se denomina,

topológicamente, un aislante no-trivial,

mientras que 𝜈 = 0 es un aislante trivial.

Enlaces fuertes en red monoatómica 1D con una base y un orbital por sitio: Estados de borde

𝑡1 = 1, 𝑡2 = 0

𝑎

CP
𝑡1 𝑡2

E
n
er

g
ía

𝑘 (𝜋/𝑎) 𝑘 (𝜋/𝑎)

𝑡2 𝑡1

E
n

er
g

ía

E
n
er

g
ía

Celda unidad

A
m

p
li

tu
d

d
e 

la
 f

u
n

ci
ó

n
d

e 
o

n
d

a

𝜀 𝑘 = ± 𝑡1
2 + 2𝑡1𝑡2 cos 𝑘𝑎 + 𝑡2

2

𝑡1 = 0.3, 𝑡2 = 1

𝜀~0

𝜀~0

𝜀 < 0

𝑡1 = 0, 𝑡2 = 1

𝑡2= 0:

𝑡1= 0:

arXiv:1906.08435v1

𝑡1 = 1 𝑡2 = 1

Enlaces fuertes en 1D: Modelo SSH (Su-Shrieffer-Heeger)



Número de Chern y el efecto Hall cuántico

Fases topológicas en 2 dimensiones

𝛾𝑛 = 𝑖 න
ത𝑅0

ത𝑅𝑡

𝑛 ത𝑅 ∇ ത𝑅 𝑛 ത𝑅 𝑑 ത𝑅 = න
ത𝑅0

ത𝑅𝑡
ҧ𝐴𝑛( ത𝑅)𝑑 ത𝑅 En 2D (teoría de bandas): ҧ𝐴 ത𝑘 = 𝑖 𝑢ത𝑘 ∇ത𝑘 𝑢ത𝑘

Integrando en un camino cerrado en el espacio ത𝑘: 𝛾 = ර ҧ𝐴𝑛 ത𝑘 ∙ 𝑑ത𝑘 = න
𝑆

ℱ𝑑2 ത𝑘 ; ℱ = ∇ × ҧ𝐴 (Curvatura de Berry)

𝑛 =
𝛾

2𝜋
=

1

2𝜋
න
𝑆

ℱ𝑑2 ത𝑘

𝛾 =
1

2
ángulo sólido barrido por ෠ℎ ത𝑘

ℋത𝑘 = തℎ ത𝑘 ∙ ത𝜎 =
ℎ𝑧 ℎ𝑥 − 𝑖ℎ𝑦

ℎ𝑥 + 𝑖ℎ𝑦 −ℎ𝑧

𝜎𝑇 =
𝑒2

ℎ
𝑛, 𝑛 ∈ ℤPuede demostrarse que para la conductividad del efecto Hall cuántico, es el N° de Chern

El efecto Hall cuántico es un estado topológicamente no-trivial.

෠ℎ ത𝑘 𝒞

En un sistema de 2 niveles:

Integrando ℱ en un espacio cerrado en 2D (1ZB) (Número de Chern)

Teorema de Stokes



Efecto Hall cuántico y aisladores topológicos

Fases topológicas en 2 dimensiones

𝑘

Aislador trivial

Efecto Hall cuántico

H

Aislador topológico

Espín

Espín

Gap

Gap

Gap

E
n

er
g

ía
E

n
er

g
ía

E
n

er
g

ía
Banda de valencia

Banda de conducción

El efecto Hall cuántico de espín (“aislador topológico 2D”) se da

en sistemas 2D con fuerte interacción espín-órbita. En los

bordes, e- con espín up y down se encuentran en estados de tipo

efecto Hall cuántico, en los que cada espín percibe un campo

magnético efectivo opuesto, que se origina en el acoplamiento

espín-órbita (no se aplica un campo magnético externo).

Science 357, 287-290 (2017)

BiH3

Science 359, 76–79 (2018)

WTe2

𝑘

𝑘



Resumen

• Nociones de topología (teorema de Gauss-Bonnet)

• Fase de Berry (evolución de un estado en un ciclo adiabático)

• Modelo SSH (enlaces fuertes en red 1D con una base)

• Números topológicos (número de giro y número de Chern)

• Efecto Hall cuántico de espín (aislador topológico 2D)

𝑡2 − 𝑡1 𝜓0

𝑥


