Apunte adicional: Simetrias en Ampere
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En la clase de la fecha resolvimos el campo magnético generado por un plano infinito y por
un solenoide también infinito usando la ley de Ampere. Para esto, tenemos que conocer a priori
cual es la dependencia y la direccién del campo magnético, para poder elegir apropiadamente
la curva en la cual evaluaremos la integral de Ampere. La resolucién para encontrar los campos
estd subida en formato video si no pudieron asistir a la clase. En este apunte, vamos a pasar en
limpio los argumentos de simetria que usamos para encontrar la dependencia y la direccion del

campo en estos dos casos.

1. Plano infinito

Empezamos recordando el problema. Tenemos un plano infinito, por el cual circula una den-

sidad de corriente ¢ = ¢ g, como se muestra en la figura 1.
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Figura 1: Plano infinito con densidad de corriente g. Se elgieron los ejes cartesianos tal que la corriente

queda en la direccién g y la normal al plano en el eje 2.

Para usar Ampere, queremos explotar al maximo la alta simetria de este problema para
calcular las dependencias funcionales y la direccién del campo. Empecemos escribiendo el campo

magnético mas general posible. Este campo puede apuntar en cualquier direccion y cada una de



estas componentes puede depender de las tres variables espaciales. Por lo tanto, el campo mas

general posible se puede escribir de la siguiente manera:
B = B.(x,y,2)& + By(w,y,2)j + Bx(x,y, 2)%. (1)

La idea es ahora empezar a descartar dependencias y direcciones a partir de argumentos de
simetria. Una simetria es una transformacién que le aplico a mi sistema, cuyo resultado es in-
distinguible del sistema original. Empecemos por la mas sencilla: Si desplazamos todo nuestro
sistema una cierta distancia en la direccién g (dado que el plano es infinito) uno no puede distin-
guir el resultado del sistema original. Esto significa que si elijo dos puntos de igual coordenada
x, igual coordenada z pero distinta coordenada y, los dos puntos deberan ver el mismo campo
magnético. Una forma de pensar esto es que si me paro en cada uno de estos puntos, en ambos
casos voy a ver infinito plano en todas direcciones y la distancia que tengo al plano es la misma.
Luego, no hay razones para que el campo sea distinto. Con este primer argumento de simetria
obtenemos un montén de informacion sobre nuestro campo. Ahora podemos simplificar un poco
més la ecuacién general (1), ya que nuestro campo no puede tener dependencia funcional en y.

Usando este argumento podriamos reescribir la ecuacion 1 de la forma:

—

B = B,(x,2)t + By(z,2)y + B,(z, 2)2. (2)

CUIDADO: esto no significa que el campo no pueda apuntar en la direcciéon g. Con este argu-
mento solo podemos asegurar que, en cualquier direccién en que el campo apunte, el mismo serd
constante a variaciones en la coordenada y.

El segundo argumento de simetria que vamos a usar es el mismo, pero para la coordenada .
Como el plano también es infinito en esta direccién, el campo no podra depender funcionalmente

de z. Con esto, solo nos queda la dependencia en z. Reescribimos la ecuacién 2 como

—

B = B,(2)z + By(2)y + B.(2)%. (3)

La coordenada z no posee una simetria de traslacién. Si yo traslado el plano hacia arriba o
hacia abajo, cambiaré la distancia que mi punto se encuentra respecto al plano. Por lo tanto, a
priori, no puedo decir que mi campo no dependa de z y deberemos conservar esa dependencia.

Hasta ahora obtuvimos mucha informacion de las dependencias funcionales pero no de la
direccién. Esta es la parte mas dificil y es la que generé muchas preguntas en la clase. Repasemos
lo que hicimos. Un primer argumento que hicimos fue pensar el plano como compuesto por una
superposicion de cables muy cerquita entre ellos y por los cuales circula una corriente I, que
es la misma para todos. El campo total del plano serd la suma de los campos de cada uno de
esos cables. Como el campo de un cable es conocido y es siempre perpendicular a la direccién

de la corriente, nunca vamos a obtener una componente que sea paralela a la corriente. Esto



también puede verse en la ecuacién de Biot-Savart. Como nuestra corriente se encuentra en la
direccion ¢ para todo punto, y el campo se escribe como una integral del producto vectorial de
esa corriente, nunca podremos obtener una componente de campo magnético en la direccion g.
Podemos entonces simplificar aiin mas la expresién de nuestro campo, eliminando la dependencia

en la y. Hasta ahora:

B = B,(2)i + B.(2). (4)

Nos falta el ultimo y mas dificil de los argumentos. Ahora vamos a considerar una operacion
de simetria compuesta. Es decir, vamos a hacer dos transformaciones que no son simetrias por
separado, pero al aplicarlas juntas si lo son. La idea de este argumento va a ser la siguiente: voy
a proponer que mi campo tiene una componente en x y una en z como en la ecuacién anterior.
Luego de esto, voy a realizar las dos operaciones que juntas son una simetria. El campo que
propongo también va a ir modificandose a medida que voy aplicando las transformaciones. Al
final, como las operaciones son una simetria del sistema, voy a obtener el mismo plano y con
la corriente en la misma direcciéon y sentido. Logrado esto, voy a comparar como transformo el
campo y si encuentro una contradiccion entre estos dos campos, entonces eso no podra ocurrir.

Todo este proceso se encuentra representado en la figura 2. Veamos esto paso a paso.

Rotado 180 grados

Original —_— . _— Invierto la corriente
alrededor del eje z
Bz
Bz
T/( Bx )/l
Bx Bz
Bx
9, << g

Figura 2: Operacién de simetria paso a paso.

Partimos de nuestro problema original donde propusimos el campo en un punto cualquiera.
Sabemos de la ecuacion 5 que el campo tiene en principio componentes en & y en Z. La primera
(de dos) transformaciones que haremos sera rotar todo el sistema 180 grados alrededor del eje Z.
Lo que obtendremos de esto, es un plano infinito, pero ahora la corriente apunta en la direccién
—1, esto es, hacia la izquierda. El campo que propusimos también va a rotar de la misma manera,
por lo que para este nuevo sistema, el campo que supusimos apuntaba en Z, va a apuntar en
—2. La componente en Z no se vera modificada. Esta operacién no es una simetria por si sola,
porque no obtuvimos el mismo sistema que el de partida. Ahora tenemos la corriente apuntando
para el otro lado. Esto lo podemos corregir usando el siguiente truco. Si miramos la ecuacion de

Biot-Savart, vemos que si invertimos todas las corrientes, lo inico que obtendremos es un signo



menos global en el campo. Por lo tanto, podemos en este caso poner la corriente hacia la derecha
si invertimos todas las componentes de nuestro campo en el proceso. Si hacemos eso, obtenemos
el resultado de la derecha de la figura 2. Ahora vemos que el campo que propusimos en direccion
Z apunta en —Z2 y el campo que apuntaba en —2 ahora apunta en z. Estas dos operaciones juntas
si son una simetria, porque obtuvimos el mismo plano del que partimos. Pero si comparamos el
campo que propusimos a la entrada y a el que obtuvimos a la salida, vemos que la componente
en Z esta al revés! Esto significa que no es posible que un objeto que responda a esta simetria

tenga una componente de campo en la direcciéon Z. Lo logramos! El campo ahora queda escrito

B = B,(2)i. (5)

Con esto ya podemos aplicar la ley de Ampere para calcular el campo como hicimos en la clase.

2. Solenoide infinito

Ahora nuestro sistema es un solenoide infinito. El mismo, como se acordaran, lo vamos a
modelar como una superposiciéon de espiras circulares por las cuales circula la misma corriente

I, como se ve en la figura 3.
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Figura 3: Sistema de estudio: solenoide infinito modelado como superposicion de espiras circulares

Volvamos a estudiar nuestras simetrias desde la ecuacién general 1, pero ahora escrita en

coordenadas cilindricas.



B = B,(r,0,2)7 + By(r,0,2)0 + B.(r,0, 2)3. (6)

Empezamos con las dependencias funcionales: como el plano es infinito, es invariante ante
traslaciones en la direcciéon Z. Lo mismo ocurre si realizamos rotaciones de cualquier angulo 6
alrededor del eje Z. De estas dos simetrias obtendremos que el campo no puede depender de z ni

de la coordenada angular. Solo nos sobrevive la dependencia funcional en r. Escribimos entonces

B = B,(r)f + By(r)f + B.(r). (7)

Al igual que antes, si nos trasladamos en r, nos vamos a acercar o alejar del solenoide, asi que
no podemos decir nada a priori sobre esta dependencia. Pasemos a lo divertido: que operaciones
de simetria podemos usar para saber en qué direccién apunta nuestro campo. Bueno, vamos a
hacer un argumento muy parecido al del plano. La simetria ahora esta representada en la figura
4. La simetria ahora va a ser la siguiente: una rotaciéon de 180 grados alrededor del versor 7 mas

una inversion de la corriente. Hagdmoslo paso a paso.
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Figura 4: Operaciones de simetria para determinar la direccién del campo en un solenoide infinito.

Empezamos por pararnos en un punto arbitrario y suponer que el campo tiene componente
en las tres direcciénes. Ahora realizo la primera rotacién de 180 grados alrededor de 7. Vemos que
el versor 7 se conserva, pero tanto 6 como # se invirtieron en la rotacién. Si nos fijamos, esto no
es una simetria para nuestro solenoide, porque la corriente ahora circula en la direccién opuestal

Tenemos que hacer el mismo truco entonces que hicimos con el plano. Si invertimos la corriente,



tenemos que invertir todas las componentes de nuestro campo. Eso es lo que vemos a la derecha
de la figura 4. Ahora vemos que la corriente apnta igual que en el original, el campo en 0 y 2
es consistente al inicial, pero el campo en 7 apunta en la direccion opuesta. Esta contradiccién
quiere decir que nuestro sistema no puede tener una componente apuntando en 7. Por lo tanto,

nuestro campo ahora solo podra apuntar en 6 y Z. Escribimos entonces

B = By(r)0 + B.(r)2. (8)

Ahora, en la practica les pedi que me creyeran que B = B.(r)z. {Qué pasa con la parte en

6? Esta no la podemos descartar por argumentos de simetria. Lo que tenemos que hacer para
descartar esta componente es una evaluacion de la ley de Ampere. Pensemos una curva que es
un circulo concéntrico con nuestro solenoide de radio R, como se muestra en la figura 5. La ley

de ampere nos dice que
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Figura 5: Curva de Ampere alrededor del solenoide.
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Como nuestro desplazamiento dl'es perpendicular a Z en toda nuestra curva, cuando evaluemos
B-dl solo nos sobreviviré Bg(’l")é . Como también la curva tiene r constante, el campo es constante

en toda la curva y sale afuera de la integral. Obtenemos entonces



trolene = jf B -dl = By(R) / dl = 27 RBy(R). (10)
C1 C1

Solo nos falta calcular la corriente encerrada. Para esto recordamos que tenemos que ver cual
es la corriente que atraviesa la superficie definida por nuestra curva (esto es, el circulo adentro
de C'1). Como nuestra corriente vive justamente en ese plano, no atraviesa el circulo en ningun

punto (es paralela al circulo en todo punto), y luego I, = 0. Con esto podemos concluir By = 0.

Juntando todo esto tenemos hasta ahora que

B = B(r)3, (11)

que es donde arrancamos en la clase.



