LEY DE HOOKE - OSCILACIONES

Fuerzas intermoleculares

Vamos a adentrarnos un poco mas en la materiao%/ique el origen de las
interacciones de rozamiento se debe a las irradatias de las superficies en contacto.
Si las superficies fuesen perfectamente lisaspilzalfuerza de contacto seria la normal,
y no existirian fuerzas de rozamiento. Ahora bigeyal es el origen dltimo de estas
fuerzas “de contacto”? Si observaramos ambas scigsrf nivel molecular, veriamos
gue no existe un “contacto” real, sino que sonimésracciones a distancia entre las
moléculas las responsables de que un cuerpo siwigoedo penetrar en otro.

Las fuerzas intermoleculares no se pueden explatasicamente en forma
satisfactoria. No son fuerzas “fundamentales” eseatido en que lo es, por ejemplo, la
fuerza gravitatoria, sino que se deben a la bastEnwmpleja interaccion entre todos
los electrones y ndcleos de una molécula con @®otda. Esta interaccion es, en
general, de origen electrostéatico a distanciasdg®iicomparadas con las dimensiones
moleculares), y de origen cuantico a distanciagasoiSi se suman todos los efectos
posibles, se obtiene que la fuerza entre dos mag@&s funcién de la distancia entre

ambas (ver figura).

— > repulsiva

\ atractiva

Son fuerzas atractivas para grandes distanciasdédgredominan los efectos

electrostaticos), si bien rapidamente tienden a@,cpero se vuelven sumamente



repulsivas para distancias cortas (donde predontisaefectos cuanticos). Esto ultimo
es lo que impide, en Ultima instancia, que caigaatravés del suelo y, por lo tanto, lo
gue origina las fuerzas que, macroscOpicamenteat@s de contacto.

Observemos algo mas. Existe cierta distancara la cual la fuerza intermolecular
es nula, es decir, para la cual las moléculas estaquilibrio. Si se intenta acercar a

ambas moléculas, éstas se repeleran, mientrasicaeelas aleja, se atraeran.
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En toda instancia, las fuerzas son tales que tnséstrata de volver a la posicion de

equilibrio, esto es, se trata de una posicion deliego estable Eso mismo se puede

determinar observando que la pendiente-(ie, C:j': , €S negativa alrededor de la

r=ro
posicion de equilibria,. Si el apartamiento respecto de la posicion deélieda es
pequefio, la porcion de curva comprendida tambiépegsefia y se puede aproximar
por una linea recta. Esto es equivalente a comsidere, como nos estamos moviendo a
posiciones muy cercanas a la posicignpodemos hacer un desarrollo en serie de

F(r~ro) y cortar el desarrollo a primer orden:
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Es decir, bajo estas circunstancladuerza es proporcional al desplazamiento respect
de la posicion de equilibrio establEsto Ultimo se conoce coney de Hookeo de la
elasticidad, que dice que la fuerza sobre un cueu® trata de restaurarlo a su
condicion original cuando éste ha sufrido algunstodsion es proporcional a la
distorsion. Por supuesto, esto tiene un rango tigezalimitado, ya que si la distorsion
es muy grande, nos salimos de la zona donde edavaiaproximacion lineal y la

distorsion puede se permanente. Otro caso, empdrenbn el anterior, en el que esta



aproximacion puede ser valida es el de las vibnese@n una red cristalina (observar la
analogia). Los desplazamientos atomicos respectusig@osiciones de equilibrio son
pequefios y el sistema puede tratarse como si lagail entre ellos fueran

proporcionales a los desplazamientos (claro quesisiema asi no puede tratarse
clasicamente).

Existen muchos ejemplos en la naturaleza de faeua obedecen a este tipo de ley.
Para estudiar el movimiento resultante de la agiicede una fuerza de este tipo sobre
un sistema, vamos a considerar un sistema modek masa unida a un resorte ideal-,
pero teniendo en cuenta que, en realidad, vamadaa estudiando una cantidad de
fendmenos que obedecen a la misma ley. La ecuagomovimiento que vamos a

estudiar en detalle va a ser similar a, casositemsbs como, por ejemplo:

Las vibraciones de un diapasén que producen oredasrddo,

Las oscilaciones de un ecosistema,

Las vibraciones de los electrones en un atomo,

Las vibraciones de los atomos en una red cristalina
Si bien los dos ultimos mencionados no puedenrsmatalasicamente, todos ellos

constituyersistemas oscilantes

Oscilador armdnico simple

Las oscilaciones armoénicas simples son movimiemesddicos tales que la
coordenada de movimiento tiene una dependencielktiampo que earmdnica(es
decir, que puede escribirse como un coseno 0 un).sési, la coordenada de
movimiento varia entre dos posiciones extremas,sqeuéenominapuntos de retorno
Como vamos a ver, las fuerzas que producen estelé movimiento se describen con
expresiones que responden a la ley de Hooke.
* Consideremos una masa unida a un resorte ideal sisteona modelo para estudiar
este tipo de movimiento. Un resorte ideal es atplélue su masa puede tomarse como
despreciable (es decir, no modifica la dinamica giglema). En ese sentido, puede

considerarse como un elemento que representa deafuaplicada al sistema.

dF

Caractericemos al resorte con uc@nstante elastick (k=- g de la seccion

r=rq,
anterior), y undongitud en reposd, (aquella longitud para la cual el resorte no aplic

ninguna fuerza sobre el sistema).



Longitud en reposo o naturag
. m resorte tiene una longitu
' caracteristicalo, para la cual, |3
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k fuerza que aplica sobre la masa
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Como se vio en la seccién anterior, una fuerzatigel de la ley de Hooke es
proporcional al desplazamiento respecto de la gosie equilibrio, y se opone a éste.

En el caso de la fuerza que ejerce un resortezdusasticaF, , el desplazamiento esta

dado por la elongacion del resorte, es decir, cuaatencuentra estirado o contraido
respecto de su longitud en reposo. En el caso saenes considerando (ver figura),

sera:

F, =—k(x—1,)%

y la constante de proporcionalidad esta dada pavriatante elastica del resoke,

Notar que, si la coordenadae hubiera medido a partir edicha coordenada hubiese

representado directamente la elongacién. Notamissio, que la expresion de la

—

F. que hemos escrito representa tanto la situaciota eue el resorte esta estirado

como comprimido y que el signo negativo delantéadexpresion se debe a la particular
forma de tomar el eje coordenado.
 Vamos a encontrar la ecuacion de movimiento (EMjraPello, planteamos el

segundo principio en la direccion de la coordergalmovimientox:



X)Fe =mX= —k(x-1,)=nX

Para “reconocer” la EM, conviene ordenarla de tahena que todo lo que depende de
la coordenada y sus derivadas quede en un mienebl® ecuacion, y lo demas, en el
otro miembro. Asimismo, liberamos a la derivadantiyor rango (derivada segunda)

de sus factores constantes:

.. K k
X+—x=—I,
m m

. k
Vamos a llamapulsacionw, = ,/— . Entonces:
m

X+ wix =,

La EM que obtuvimos es un caso particular de umalitade ecuaciones diferenciales
gue se denominagcuaciones diferenciales de Euler

f(t)=0= homogénea

f(t)z0= inhomogéenea

X+ bx+cx= f(t){

La funciénf (t) se denomina lmhomogeneidade la ecuacién (ya que no dependa de

ni de sus derivadas, sino solo del tiempo). Entnoiesso, se trata de una ecuacion de

Eulerinhomogéneaque presenta una inhomogeneidad constante:

f(t) =afl, =cte

» Este tipo de ecuacion diferenciallegeal, es decir, ni la variable ni sus derivadas se

encuentran elevadas a ninguna potencia. Esta edslicia hace que la solucion mas

general sea una combinacion lineal de todas lablpssoluciones.

* En el caso de las ecuaciones de Euler, la solggdaral es:

X(t) = %y (1) + % (1)

donde:

> X, (t) esla solucion de la ecuacion homogéresx + cx = 0

> X (t) es una solucidparticular. En general, se plantea una funcion del tiempo del
mismo tipo que la inhomogeneidddt .()

Veamos, entonces, cOmo se encuentran estas dogselksien nuestro caso:



% Solucion de la ecuacion homogénes, (t):
%, +afxy =0 o bien: %, =-wfxy
Si observamos con atencion la ecuacion, vemos amllcion x, (t) debe ser una

funcién tal que derivandola dos veces nos deberdg@orcional a la misma funcioia

funcién que cumple con esta propiedad es la furnek@onencial:

X, (t) =e™

En general, todas las ecuaciones homogéneas detiEuken soluciones de este tipo.
Falta saber quién ed. Para ello, introducimos la solucion propuestdaercuacion
homogénea y encontramos para qué valores de verifica:

Xy +afxy =0

22t +w§e/]t =0

(AP +af)e" =0

Esta ecuacion debe cumplirpara todo tiempo Luego, la Unica manera es que la

expresion entre paréntesis sea igual a cero:

(A% + &) = 0= ecuacion caracteristicanos da dos posibles valores dle

A =iw,
:A:iw/—w(f:{l °

/‘2 =- a)o
Es decir quex,, (t) sera una combinacion lineal g% y e™'“!:

Xy (t) = CLe' @ +Ce i

dondei es la unidad imaginaria.

» C;yC, son dos constantes a determinar: las constantegedgacion. Notar que,
resolver una ecuacion diferencial significeegrar la ecuacion para encontrar la
variable. Como la derivada de mayor rango de naiestuacion es una derivada
segunda, es como si hubiéramos integrado dos vé&resada integracion, se
obtiene una constante de integracion. La formaetierchinar estas constantes es, de
igual forma que cuando se hace integracion directa)as condiciones iniciales del
problema, aplicadas a $mlucion genera(no a la solucidon homogénea, ya que ésta
es solo una parte de la solucion).

» Tal como queda escrita la solucion, parece unadanmompleja. Debe entenderse
que, al aplicar un método matematico para resaimarecuacion, se obtientdas
las soluciones posibleBe todas ellas, es menester quedarse con aggé#agenen



significado para el problema fisico que estamoslvendo. En nuestro caso, la
solucion debe ser real, por lo que, seguramendegdastante€; y C, resultaran
complejas.

» Sin embargo, la solucion tal como la encontramogste caso, no es muy practica,
ya que no nos permite “visualizar’ facilmente eluwmaento. Debemos buscar,
entonces, formas alternativas. Para ello, usamigsrtaula de Moivré:

e'? = cosa +iseny

e"'? =cosa —isera

Nota sobre numeros complejos:

z= pe'? es una forma alternativa de escribir un nimero ¢ejmpSi representamos en

ejes ortogonales las partes real e imaginaria dmomplejoz = x +iy :

Imza
Rez=x= pcosa
y Imz=y= psera
R Luego, de acuerdo a la formula de Moivre:
\.a L > z=Rez+ilmz = p(cosa +isera)
|\‘ X ,' ReZ 7= mICI'
Donde:
p=yx*+y?
tga = X
X

Notar quee'? es, entonces, un complejo de modulo 1.

Usando la formula de Moivre y las propiedades deflamciones trigopnométricas, se

llega a que la solucion de la homogénea puedebeseri equivalentemente, en
cualquiera de estas formas:

1)Ce'“ +C e

%o (1) = 2) Acos@pt + ) no son cuatro soluciones diferentes, sino
3)Bserfw,t +¢")

4) A cosw,t + Bserw,t

cuatro formas de escribir la misma solucién.

! La formula de Moivre puede demostrarse hacienddeshrrollo en serie a orden infinito de las
funciones involucradas y verificando que se curfgplgualdad.



La equivalencia entre todas las soluciones es rangilta de demostrar. Por ejemplo,
partamos de la primera:

Xy (t) = Ce' % + Cre @ = C (cosmyt +isenmyt) + C, (Coswpt —isenwyt) =

=(C, +Cy)cosw,t +i(Cy —C,)senw,t = A cosw,t + B;sernw,t

con A, =C;+C, y B, =i(C; —C,), llegando a la cuarta forma propuesta.

También, si consideramos:

ACOS¢ = Cl + C2
- Asel’¢ = |(C1 +C2)

llegamos a:

Xy (1) = CLe' @t +Cre ' = Alcosp coswyt — senpsenut) = Acosut + @)

es decir, a la segunda de las formulas propuestas.

» Notar, finalmente, que cualquiera de las solucigrepuestas tiene dos constantes
de integracion. Sin embargo, antes de determinatédsemos encontrar la solucién
particular.

% Solucion particular xp (t)

Dijimos que Xp(t) tiene que ser una funcion similar a la inhomogeaekid (t). En

nuestro caso, la inhomogeneidad es una constamtty fanto:

Xp(t) =C =cte

Determinamo€. Xp(t) es solucion de nuestra EM; por lo tanto:

X + W Xp = ah,
)

W:C=dfl,= C=
—'o

Observemos lo siguiente: en este caso, en quadaingeneidad es constante y, por lo
tanto,xp (t) =C =cte, se cumple queX, =0. Es decir quexpes la posicion de
equilibrio del sistemdo, esta relacionada con ella).

% Solucion generalx(t)

La solucion general es, entonces (eligiendo alglenkas formas posibles de, (t); por
ejemplo, la segunda de ellas):

X(t) = Xy (1) + Xp (1)

X(t) = Acos@,t +¢) +1,




Ahora si podemos determinary ¢. ¢Por qué recién ahora? Las dos constantes se
encuentran considerando cada problema en partidetar ejemplo, considerando las
condiciones iniciales de nuestro problema (es olgue las condiciones iniciales se
aplican ax(t), que es la solucion total). Como tenemos que mgtar dos constantes,
necesitamos dos condiciones.
Por ejemplo:
A t=o:>{1)x(tzo):)f°

2v(t=0)=x(t=0)=v,
Planteamos:

Dx(t =0)=x, = Acosp +1, = x, —I, = Acosp

)Xt =0)=v, =-Aw,semp = ~Yo o Aserp

(]

Resulta:

_Xo_lo - — VO
Aoy 9P W, (%, =1,)

De los dos posibles valores ge se elige aquél tal que> 0. Notar:

» Aes la elongacion maxima que sufre el resorte,esstlaamplituddel movimiento.

» @ es un corrimiento que tiene en cuenta qud,=a , elOsistema tenia cierta
velocidad no nula (en nuestro casp=0= ¢ = ). § se denomindase inicial

* El movimiento resultante esscilatorioy se denominanovimiento armonico simple
El sistema oscila alrededor de la posicion de #xial (estable)x. =1 . Encontremos
la velocidad y la aceleracion en cada instante:

v(t) = X(t) = —Aa,ser(at + @)

a(t) = X(t) = —Aaf cos@,t + @)

» Graficamosx t( ) v(t) y a(t) en funcion dew,t . Notar:

» El desfasaje inicial se debe a que=0) # . L@ pendiente eh= 1@bs dav,.
> En los puntos de retorno (amplitud maxima del moso), v= Oy | maxima.

> Al pasar por la posicion de equilibria,= 0|\ maxima.



a(t)
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» Es un movimiento periodico. Calculemos el periado

X(t1) = Acosiupty +9) +1,

X(ty +7) = Acos(, (t; +7) + @) + lo}X(tl) =X(ty +7)

Después de un tiempo, el argumento del coseno se incrementardzen

Wy(ty +7) + = gty + + 277

217 m
=>T=—=2/.|—
w, V k

Notar que, cuanto mayor es la masa (es decir,el@ia), de la particula, mas tiempo
tarda en completar un ciclo, mientras que ese tiechpminuye cuanto mayor sea la
constante elastica.

» Notar, finalmente, que de esta EM,

X+ X = afl,

podemos extraer, sin resolverla, cual es la pasid@equilibrio (de la inhomogeneidad
constantexg =1,) y cual el periodo del movimiento (de la pu|SaCil')FFE)

Wo

« Planteamos ahora el siguiente caso: la masa uhm&smo resorte ideal, que cuelga
del techo y solo puede moverse en direccion vértica

Tal como planteamos nuestro eje
0 Fe = —k(x—15)X

La ecuacion dinamica resulta:

X)P-k(x-1,) = nX

Reordenando como en el caso anterior:

o, K K
X+—x=g+—I,
m m

X+ wix =g+l

12



La EM resulté totalmente analoga a la anterior. & @si 1o que cambié? La solucion

9
23

particular y, por lo tanto, la posicion de equiltbrLa nueva posicion esg =1, +

La fuerza peso “corre” la posicion de equilibrieelysistema va a oscilar alrededor de
esta nueva posicién. Por su parte, como se obslerva EM, el periodo es el mismo

gue en el caso anterior.

Nota: ¢, Qué tipo de movimiento se obtiene si la EM es fierina X — ax = 0?

La uUnica diferencia formal con la EM que hemos e#isues que el coeficiente que
acompafia a la variable eegativo Veamos cdémo se comporta la solucién de la

homogénea.
Nuevamentex(t) es de la forma™ . Si planteamos la ecuacion caracteristica:
P-awf)=0=>Ai=%w, 0OR
Por lo tanto, la solucion es:
X(t) = Ce® +Ce™ @
Recordando que:

a -a

e

+e
cha =

a _ —a
Sm:u
2

la solucion puede escribirse de cualquiera de éstass:

1)C,e™ +C,e
2)Ach(aw,t + @)
3BsHw,t +¢")

4) Acha,t + Bsha,t

X(t) =

La solucion de la EM no es un movimiento periodisimo que X t{ rece o decrece

monaotonamente con el tiempo.

13



» Ejemplo Este tipo de movimiento corresponde, por ejemaloje una soga que

desliza por el borde de una mesa, sin rozamiento.

my (t)

.

—_—

Ao X(t)

S

X(t)

v

Como todos los puntos de la soga se van a moveiaaoisma aceleracion, basta decir
coémo se mueve un solo punto; por ejemplo, el exdirdmla soga. El problema puede
pensarse planteando un modelo como muestra lafifgas dos porciones de soga, la
que descansa sobre la mesa y la que cuelga, semueculadas. Ambas tienen masas
que van cambiando con el tiempo, pero de tal maneeala masa total se mantiene
constante. Esto es equivalente a tener dos cuerposlados por una soga de masa
despreciable, de tal manera que la masa de lopasiga variando con el tiempo. El

punto crucial es definir como van variando las rmagaambos cuerpos. Supongamos

que la soga es homogénea y tiene una dimensiomeatri(su longitudl,, frente a las
- . . dm
otras dos. Definimos, entonces, wensidad de masa en Iongltu’dzﬁ. Como la

soga es homogénea,= cte. Entonces:

my (t) = A(l - x(t)) — equivalente a la porcion de soga que se encusuitra la mesa.
m, (t) = Ax(t) — equivalente a la porcion de soga que cuelga.

Planteamos las ecuaciones dinamicas:

T =my ()% = A(l - YK

. =2 AXg—A(l = X)X = AXK
P, =T =m,(t)X = AXX

Acomodando los términos, resulta:

14



. . [ X(t=0)=1,
Imponiendo, como condiciones iniciales:;
Xt=0)=0

Resulta, finalmente:

X(t) = |0ch(\/$ )

y la velocidad:

X(t) = Io,/%su@

Se observa que la porcion que cuelga de la sogze arendtonamente, con una

velocidad que también aumenta monétonamente.

15



Oscilador amortiguado

Como vimos en el capitulo de dinamica, si nueststema oscila en aire o, en
general, inmerso en algun fluido, sufre una int@taccon éste que es similar a la del
rozamiento entre dos superficies. A velocidadesashajcuando el fluido puede
considerarséaminar, es decir, que se mueve en capas ordenadasjdel fiplica sobre
el objeto una fuerza que se opone al movimientoe/ depende de lascosidad del

fluido y de la velocidad del objeto en movimientBecordemos que, si esta velocidad

es suficientemente baja,flzerza viscosafv puede escribirse como:

F,=-oV
es decir, como un desarrollo a primer orden (debhiduev es baja) en la velocidad. La

constante de proporcionalidades laconstante de viscosidatl fluido.

Vamos a estudiar el
movimiento resultante
para nuestro sistema
modelo, ahora inmerso en

un medio ViSC0Sso0,

caracterizado por una

constante de viscoside

Imaginemos, por ejemplo, el movimiento de un odaitaen aire y, el mismo, en un
fluido viscoso, como miel o0 aceite. Intuitivamenp®@demos ver que existen varias
alternativas, que van a depender de la competentia la fuerza elastica (que tiende a
hacer oscilar al sistema), y la fuerza viscosa {eunele a frenarlo):
> El sistema, apartado de la posicién de equilfoiende a volver a ésta oscilando

alrededor de ella, pero con una amplitud cada \exzrom
» El sistema no llega a oscilar y tiende, simplemeatesolver a la posicion de

equilibrio.

2 A velocidades altas, el fluido puede comportamseaturbulentoy manifestarse otros efectos (por
ejemplo, turbulencias) que también dificultan evimuento. Que un fluido se comporte como laminar o
turbulento, se caracteriza mediante un nimero adiimeal, conocido comaimero de Reynolds

% La viscosidades la propiedad de los fluidos por la cual se epom las deformaciones tangenciales.
Podria considerarse comorezamientoentre capas adyacentes de fluido.

4 Cuando hablamos de “posicién de equilibrio”, neferimos a la posicion de equilibrio del sistema en
ausencia de fuerza viscosa. Es decir, la posagdequilibrio cuando el sistema, ademas, estaposoe
(y, por lo tanto, la fuerza viscosa también es)ula

16



Vamos, entonces, a plantear la dinamica del si&stem

e La masam estd sometida a las siguientes fuerzas (plantegmacs una situacion
cualquiera, como la que se ve en la figura):

Fe = —k&X

F, =—0 X

Notar que, tal como pusimos el origen de coordenadaepresenta directamente la
elongacion del resorte.

Planteamos el segundo principio y, como siempoedemamos la EM:

X) —kx—0 X = mK

. o. k
= X+—x+—x=0
m m

Resulta una ecuacién de Euler, esta vez, homogElaeaamos:

a)§=£ 2b=2
m m

con lo que, la ecuacion, finalmente, resulta:

= X+2bX+ Wfx=0

Como la ecuacion es homogénea, no hay soluciéityart Planteamos, como antes, que la

solucién (solucion de una homogénea) es del tipo:
x(t) = e
Nuevamente, tenemos que determinar los paramdtrdatroducimos la solucion propuesta

en la ecuacion y encontramos la ecuacion caraateris
(/12 +2bA + a)g)e)'t =0 = (/]2 +2bA + wg) =0 para que la ecuacion esté igualada a

cero para todo tiempo.
La ecuacion caracteristica es una cuadratica, snlyaion nos da dod's posibles:

Ao =-btb? - af

Observemos que hay tres casos posibles, dependienidorelacion entre los valores dey
Wy

a) , 21, 0R sib>w, = A, =-bta,dondea =b* -}

b) A, =4,0R sib=w, =A,=-b

c) A y A, complejoconjugadossib<w, = A, =-b*iw, dondew= W

17



Vamos a ver a qué solucion corresponde cada caso.

o \/?
a) —>.|—
2m m
Este caso corresponde a que la fuerza viscosgpegaohderante” frente a la elastica.

x(t) = CeM +Ce™t =e™ [Cle"t + Cze'”‘J

Manipulando como antes, se llega a cualquieratds é&xrmas de expresar la solucion:

1)e™ [Cle"t + Cze""]
2)e ™ Achat + @)
3e ' BsHat +¢')
4)e™™[ Achat + Bshat]

X(t) =

Hay dos constantes de integracién a determinarantias condiciones iniciales.

X(t)

Sobreamortiguamiento

b) i: 5
2m m

En este caso hay una unica raiz doblg,(=—b). Sin embargo, ésta es una ecuacion de
segundo grado, por lo que, sabemos, debe habadstantes de integracion. Luego, la

solucion no puede escribirse solamente cox(td = Ae™. Por esa razén, la solucién en

este caso es ligeramente diferente de las anteri®ie perder generalidad, podemos

plantear una solucion:

x(t) = e f (t)

18



donde tenemos que averiguar quiénfé¢g . Para ello, introducimos la solucién propuesta
en la ecuacion:
e '[b? f (t) — 2bf (t) + f(t)] + 20e ™™ [-bf (t) + f(t)] + e ™ f(t) =0

X 2bx X

Reordenando:
e b2 f (t) - 2bf (1) + £ (t) - 26% £ (t) + 20f (1)} = 0
e F(t)+(w? -b2)i=0= Fty =0
=0
donde (a)g —b2)=0 pues es justamente la situacion planteada. LaciEcuaesultante
para f { tfiene como solucién una recta:
f(t)= A+Bt

con lo que, la solucion que buscabamos es:

x(t) = e P'(A+Bt)

» Nuevamente, el movimiento resultante no es un mievito periédico.
» Este tipo de movimiento se llam@ovimiento aperiodico critico

» La amplitud decrece rapidamente a cero, si biem@ueependiendo de las condiciones

iniciales, completar alguna oscilacién (como serda figura). Notar que el facta™,
gue aparece debido a la presencia de la fuerzasases responsable del decrecimiento de

la amplitud.
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X(t)

Aperiddico critico

o k
c) — <, —

2m m
En este caso, la fuerza elastica “lidera” el mogim.
x(t) =Cie™ +C g™t =™ lCle'” +C,e

La parte de la solucion que esta dentro del coecbstidéntica a la del oscilador arménico

simple. Entonces:

et [Cleiwt N Cze—iwt]
2)e P Acosit + @)

e ' Bserfut + ¢')
4)e [ A, cosat + B senut]

X(t) =

» EIl movimiento resultante no es, estrictamente maldaun movimiento periddico en el
sentido de expresar con esto que el moévil pasalganisma posicion a intervalos

regulares de tiempo. Si se trata de una oscilamiga amplitud se va amortiguando por

efecto de la fuerza viscosa (notar el factor m(mala‘bt).
» Si bien no es un movimiento periodico, el tiem@mscurrido entre dos crestas sucesivas
es constante. En ese sentido, se puede definisaudtd perioda? igual a ese intervalo

de tiempo:
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donder,es el periodo propio del oscilador arménico sin{gke decir, en vacio). Observar

que la fuerza viscosa no solo varia la amplitud del/imiento, sino también el periodo
propio del osciladorr >7,, lo cual resulta intuitivo si se considera qudulerza viscosa se

opone al movimiento, es decir, lo “retarda”.

X(t) |

Armaonico amortiguado

* Algunas observaciones generales:

» EIl régimen critico vuelve a la situacion de equidib mas rapidamente que el
sobreamortiguado. Esto es bastante intuitivo, ya €n el critico, la magnitud de la fuerza
viscosa es comparable a la elastica y, por lo taofmone menos resistencia al
movimiento.

» En el movimiento sobreamortiguado, cuanto maydeaesscosidad del medio (y, por lo
tanto, b), mas lentamente decae la amplitud del movimieAtmque esto no parece

intuitivo (debido al factore™), otra vez, unb mayor implica mayor oposicién al
movimiento. Es decir que, el retorno a la posicida equilibrio es mas lento.
Matematicamente, esto se pone en evidencia yaqdepende db.

» Segun hemos visto, el tipo de movimiento dependdadeelacion entre estas dos

. o /k , ,
cantldades:z— y .[— . Anteriormente, dijimos que, en cierta maneraaoadla de estas
m m
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cantidades esta caracterizando a las dos fuerasiimentes (3\, y Ife). La pregunta es
gué significan y cdmo caracterizan a estas fuerzas.
Vamos a dar una interpretacion fisica. Para eltdemos que la dimension de ambas

cantidades e{i'lj. Definamos, entonces, dos tiempos:

2m m

Iy,=— Yy Tg=,—

k
* T, es, amenos de un factdn , el periodo de un movimiento armonico simpledesr,

el tipo de movimiento que hubiéramos obtenido ssistema hubiese estado en vacio (es

decir, cono = 0:

X(t)

* 1, es el tiempo en el que la amplitud del movimiecae a}é de su valor inicial, por

efecto de la fuerza viscosa (por el factof).

* Entonces, puede decirse que el tipo de respueksistima depende de la relacién entre
el tiempo caracteristico en que la amplitud decad ge una oscilacion no amortiguada.

Cuanto menor sea,, menor sera la cantidad de oscilaciones comptptas| sistema podra

22



efectuar antes de que la amplitud tienda a ceran@r, > 7, el sistema no puede efectuar
ninguna oscilacion pues la amplitud decrece maspédomente. S, =7, la situacion es

critica y el sistema tiende a comenzar a oscikg,,como ambos tiempos son comparables,

la fuerza viscosa lo impide.

Varias oscilaciones antes de que
la amplitud decrezca mucho.

Puede tender a oscilar-(), pero
el efecto de la fuerza viscosa-)
termina impidiendo la oscilacion

Ninguna oscilacion -(-.): la
amplitud decrece por efecto de |la
fuerza viscosa<-).
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Oscilador forzado

Supongamos un oscilador al que se lo somete afueraa externaF(t) que varia
armonicamente con el tiempo, con una frecuenrciaEsta frecuencia puede ser diferente o

igual a la frecuencia propia del osciladay,:
F(t) = F, cos@t)X
con F, =cte, y hemos llamadaxa la coordenada de movimiento. A esta fuerza vaanos

llamarla “fuerza excitadora” o “perturbacion” detema.

La EM serd, considerando que
) el sistema esta sumergido en
un medio viscoso:

—kx—o x+ F(t) = mx

O sea, una vez ordenada la

ecuacion:

%+ 2bx + af x = f cost)

donde, como antes, hemos redefinido las constantes:

=2 g2=X i=F
m m m

Llamaremos “respuesta del sistema” a la solucibned@a ecuacion, es decir, al
desplazamiento de nuestro sistema.

Nos vamos a concentrar solo en la solucion paatialg la ecuacion de movimiento por el
siguiente motivo. La solucién de la ecuacion homegécorresponde a la de un oscilador en
un medio viscoso, cuyas soluciones encontramos sedcion anterior. Como hemos visto,
los tres tipos de movimiento encontrados compaiiza caracteristica comdn, y es que su
amplitud se va amortiguando con el tiempo y tieadmtoticamente a cero. Esto significa
que, después de un cierto tiempo, el oscilador s@ngortarse como si la Unica solucion de

la ecuacion de movimiento fuera la solucion paldicu (t) (es decir, el movimiento va a

estar regido por la fuerza excitadora). Esto haee gn el movimiento, puedan distinguirse

dos etapas:
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* Un régimen transitorip en el que coexisten ambas soluciongs (/ Xp), es decir la
respuesta se debe a los efectos conjuntds,dg, y F(t).

» Unrégimen permanente o estacionaramando el régimen transitorio tiende a cero,len e
que el sistema oscila gobernado por la fuerzaadwit Xy (t) — 0 y subsiste solop (t))
Encontremos, entonces, la solucion particular, esrdla respuesta del sistema en el
régimen estacionario. Como la inhomogeneidad esfumeion armoénica, probamos como
solucion (a partir de aqui, por una cuestion deddd, llamaremox(t) a xp(t)):
X(t) = Acosut + Bserut
Para encontrar las constaneg B, introducimosx { n la ecuacion de movimiento, y
reordenamos los términos:

X(t) = —Aaserut + Ba cosat
X(t) = —Aw” cosat — Baw’serut
l(a)g - a)z)A+ 2baBJcosaI + l(wg - a)z)B - 2baAJsemI = f cosat

Notar que, en la solucién propuesta, la frecwen@ las funciones arménicas la
mismaque la de la fuerza excitadora. Esto se debe dageeuacion de movimiento debe
cumplirsepara todo tiemppy solo la combinacion lineal de funciones armaside una
misma frecuencia puede coincidir para todo tiempo otra funcibn armoénica de esa
misma frecuencia.

Como la ecuacion debe cumplirse para todo tiengu@lamos los coeficientes de los

dos términos que acompafiancasat, e igualamos a cero al que acompafiaeaat .
Resulta:
(- o)A+ 20eB = 1
(a)g —a)z)B—ZbaA: 0
cuya solucion es:

_ («f-a)

(af ~ w?)? + (2bw)?
B = 2bw ;
(af - w?)? + (2bw)®

Luego, la solucidn particular sera, ordenado lowit#os:

f (af - ) 2bw

X(t) = cosat + sert
(wf - w?)? + (2ba))2]}/2 [(wg -w?)% + (wa)z]% [(wg -w?)%+ (wa)z]%

donde hemos factorizado el denominador para qusolacién resulte mas sencilla de
interpretar, reescribiéndola de la forma:
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X(t) =Ccost + @)

Para ello notemos, antes de hacer muchas cuentappdemos definir un angup tal que:

2ba

semnp =
[ -y + @0ey?]

(f - )

2ba
cosyp =

[(wg - w?)% + (2ba))2]%

¢
=

Con lo que, la solucion puede reescribirse:

f

X(t) = [cos¢ cosat + ser‘¢sem1]

[(wg -w?)%+ (2ba))2]}/2

f

= X(t) =

cos@t - @)
[(w§ -w?)% + (Zba))z]%

2ba

W - o

con ¢ = arctg

Esta diferencia de fagg (diferencia de fase con la fuerza excitadora),dios en qué angulo
el desplazamiento (lEespuestaalcanza su maximo antes o después que la peridnba
Encontremos también la velocidad:

aof

(@2 - ) + @0ay?] 2

X(t) =- ser(at — @)

Escribamos también la velocidad como un coseno:

af

(@2 - a2y + @0ay?]

X(t) = cost +¢,)

con @, :g—¢

Veamos la respuesta en los casos limite:
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> Respuesta a baja frecuenciao << w,:

Supongamos que la frecuencia de la fuerza excaaeobaja respecto de la frecuencia propia

del oscilador. En este caso, podemos hacer elel'pnaiftai - 0:
(0]

2ba 7l
tgp - =5 ~ 0" =>4 - 0yp, -
wh 2

donde 0™ significa que tiende a cero desde los valorediposi Vemos que la respuesta esté
en fase con la fuerza excitadora, es decir, alcanzenaximo (minimo) cuando la fuerza
excitadora es maxima (minima). Puede decirse quedpuesta puede seguir a la fuerza
excitadora, lo que resulta intuitivo, ya que lacfrencia de la perturbacion es baja. Notar que
la velocidad esta desfasada respecto de la adélerqoe le provee la perturbacion, con lo
que a veces resultan paralelas (lo que aumenteldeidad) y otras, antiparalelas (lo que

disminuye la velocidad). Se dice, en este caso, lguelocidadadelantarespecto de la

fuerza.
La amplitud A= f 7 resulta, en ese limite:
(6 - @) + @0a)?) 2
A = L = i
wf K

Es interesante notar que, en este caso en queciaefrcia de la perturbacion es baja y la
respuesta puede seguir a la perturbacion, lo qualla amplitud es la magnitud de la fuerza
elastica, mientras que la magnitud de la fuerzétadara tiende a aumentarla. Puede decirse

que la magnitud de la fuerza elastcedicionala respuesta.

27



> Respuesta a alta frecuenciav >> w,:

Si la frecuencia de la fuerza excitadora es akpaeto de la frecuencia propia del oscilador,

. W
hacemos el limite=> - 0:
w

tgp - —2 .0 =y - -2

w 2
donde 0 indica que se tiende a 0 con valores negativesolServa que la respuesta esta
desfasada em respecto de la fuerza: la respuesta no puedersadai fuerza y termina
totalmente desfasada respecto de ésta. Por sy lpaviedocidad, nuevamente esta desfasada;
hay intervalos de tiempo en los que resulta paalebtros antiparalela, a la fuerza, pero en

este casaetrasarespecto de la fuerza.

La amplitud:
A - L = FO
o  mw?

Se ve que la respuesta disminuye ccm?o(cuanto mayor es la frecuencia de la perturbacion,
menor es la respuesta), y que la masa del sisemalecir, su inercia) condiciona la
respuesta. Esto ultimo es facil de entender tepiendcuenta que la inercia es la propiedad de

los cuerpos que se opone a los cambios en el edtaghovimiento de éstos.
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* Respuesta maxima: condicion de resonancia.

Una pregunta importante en muchos casos practicbaje qué condiciones se obtiene una
respuesta maxima. Como la amplitud es funciéa deamos a encontrar con qué frecuencia
debemos excitar al sistema para obtener una amhplifixima.

f

(@ -0 + @oey?] 2

Para ello, debemos derivar la expresion de la amdaph respecto dew e igualar la expresion

Alw) =

resultante a cero. Sin embargo, notemos que, perA gea maxima, basta que el radicando
del denominador sea minimo. Entonces, esa expresifen que vamos a minimizar respecto
de .

d
dw
— 4w - w?) +80%w=0
4w{— (R -P)+2b%|=0 = | @ = (wg —2b2)1/2

(wf - w?)? + (2bw)? =0

La soluciéna = 0se descarta porque no
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corresponde a una fuerza armoénica. La amplitud mexi y la fase de la respuesta
correspondiente resultan

f
202 -b2)"? i

Anax = Alwr ) =

|
0 @ a

Notar que, cuanto menor sea el efecto disipatimdd@dor el factob), mayor sera la amplitud
maxima alcanzada. En particular, un caso que eewisicha importancia es cuando el efecto
disipativo practicamente puede despreciarse (gon@p, en aire). En ese casopsh 0, la

amplitud maxima A4 — « ()% La frecuencia que produce esta respuesta maxsna e
W = w,, es decir, cuando la frecuencia de la perturbac@ncide con la frecuencia propia

del oscilador.
n
2

respuesta estd adelantada respecto de la fuerseNgfue la velocidad si esta en fase con la

En este caso, la diferencia de fase entre la respyela fuerza e®, =—, es decir, la

fuerza (es decirg,, = )P Este hecho es la razon fisica por la cual, éa esso, podemos
obtener una respuesta méaxima. Las desviaciones regayg® van a obtener cuando la

velocidad esté en fase cdi(t) . De esta manera, el sistema resulta “empujad@! &rgar y

momento precisos. Vale decir, si la velocidad wdaleracién (provista pdf t { siempre

® En realidad, para demostrar que se trata de uimméhabria que volver a derivar y verificar quevalor de
esta segunda derivada sea negativa jggra Sin embargo, por simple inspeccion de la funcgnye que se

trata de un maximo.

® Debe entenderse que, en fisica, hablar de “infisignifica “muy grande”. Si bien los céalculos rasojan ese
resultado, esto se aplica al sistema “ideal”. Famnplo, no estamos teniendo en cuenta que el eegsnnaterial
y tiene su propia inercia. En general, en los siae mecanicos existen condiciones materiales quitati la
respuesta, aunque ésta llegue realmente a alcaaipaes indudablemente grandes.
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tienen el mismo sentido, vamos a obtener un dempli@nto maximo. En el caso en que el
efecto disipativo no sea despreciale, ya no es cero (si bien es tanto mas cercana a cero
cuanto menor seh), por lo que en ciertos intervalos de tiempo, oielad y aceleracion
resultan antiparalelas y, por lo tanto, si bierenbmos una amplitud maxima compatible con

el efecto disipativo presente, esta amplitud yHewa a ser infinita.

A=Alw)

Este fendmeno se denomiresonanciay, gracias a él, fuerzas excitadoras relativamente
modestas pueden provocar oscilaciones de grantachplie, incluso, pueden llegar a romper
el sistema oscilante. En nuestra vida cotidianantes ejemplos desonancia mecanica
» Una soprano rompe una copa al emitir una nota dwgeuencia coincide con la
frecuencia propia del cristal. Las vibraciones civas del material se hacen notables vy el
material se rompe.

» Un objeto en la casa vibra (a veces, emite un sahéduna determinada frecuencia) al ser
excitado por una vibracion en la calle (por ejemplopaso de un vehiculo pesado por una
calle adoquinada).

» Un diapasoén vibra al ser excitado por una notaeterchinada frecuencia emitida por
algun instrumento.

» En los puentes colgantes, no se permite el pasmwpas de soldados marcando el paso,
ya que si la frecuencia de los pasos coincide eowldl puente, éste puede entrar en
resonancia y derrumbarse.

Cabe aclarar que el fenbmeno de resonancia nesmge solo a la resonancia mecanica.
Podria decirse que todo sistema en el que haydreoaencia caracteristica involucrada,
puede entrar en resonancia. Por ejemplo,
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» Al sintonizar una estacion de radio, se esta hdoi@oincidir la frecuencia propia de un
circuito eléctrico o electrénico con la frecuendan la que emite la estacién de radio. En ese
caso, la transferencia de energia es Optima. Bstmdendmeno deesonancia eléctrica o
elctrénica.

» Los atomos solo absorben o emiten energia raddet&ecuencias determinadas. Es
decir, solo se puede excitar un atomo si se legatenergia de aquellas frecuencias que le

son propias. Este es un fenomenaetmnancia atdbmica

Peguefias oscilaciones

Al comenzar este capitulo vimos que un sistemaetidma una fuerza puede realizar un
movimiento armoénico, si se restringe el movimieatan pequefio entorno alrededor de un
punto de equilibrio estable. Ese tipo de movimiesganenciona diciendo qeésistema esta
realizando pequefias oscilaciones alrededor de diphota Vamos ahora, entonces, a

encontrar la EM que corresponde a esta situacion.

Supongamos que tenemos un sistema sometido aierm f , actuando en la direccion
x, donde por %” estamos entendiendo cualquier coordenada de n@Evim (no
necesariamente la coordenada cartesiana):

F =F(XX
La ecuacion de movimiento resulta:

m=F(x) = x-—& g
m

Sea xg una posicion de equilibrio del sistema. Supongames apartamos un poco al

sistema de esa posicion. La fuerza entonces, pesctéirse como un desarrollo en serie

alrededor de esa posicion. Si el apartamiento @sgi®, podemos quedarnos a primer orden:

dF dF
F(x=xg) OF (X=Xg) +—] (X=Xg)=—| (X-
(X=Xg) (X=Xg) dx (X=Xg) dx (X=Xg)

Xg

Xe

Es decir que, cerca de la posicion de equilibricdgmoos aproximar la fuerza por esta
expresion a primer orden en. Reemplazando esta expresion aproximada de |laafiesr la
EM:

X—id—F (x—xg)=0
m dx|,_
,_ 1dF
X—id_F X:id_F Xg =C = X——— =C
mdx|, = mdx], m dx],,
E E
cte=C
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. - - . . 1dF
Esta es la EM de un movimiento armonico si y sole-—

<0. Pero, justamente, ésa
m dx

XE
es la condicion para que: sea una posicion de equilibrio estable. Entoneesphclusion es

solo se pueden hacer pequefias oscilaciones alrediedana posicion de equilibrio estable

Notar que sixg es una posicion de equilibrinestabley, por lo tanto,id—F >0, la EM
m

dx

Xe
no corresponde a un movimiento armonico, sino araay distinto donde la coordenada de
movimiento varia monétonamente. Por lo tanto, leoxmacion que hicimos, donde se
suponia quex se mantenia en un entorno xe, no es una buena aproximacion.

La idea, entonces, de hacer pequefas oscilacieseaprovechar el hecho de que nos
estamos apartando poco de una posicién de eqoildstable, y linealizar la fuerza de tal

manera que cumpla con al ley de Hooke.

* Ejemplo: Oscilaciones de un péndulo matematico eatl

Un péndulo matematico o ideal consta de una
masa (llamada “lenteja”) que puede

considerarse puntual, suspendida de un hilo

(o]

ideal, que puede oscilar alrededor de la
posicion de equilibrio. Para estudiar su
movimiento, es conveniente el uso de
coordenadas polares. Definimos el sentido de

@ creciente como en la figura (de la vertical

hacia el vector posicion), de tal manera que

los versores polares son como se muestran.

Las fuerzas actuantes son el pdsoy la tensién del hilolT . Hay una sola coordenada de
movimiento, que e#, ya que el sistema tiene un unico grado de lidgftay condiciones de
vinculo enry en z).

Las ecuaciones dinamicas resultan:
F) Pcosd-T =m(t —r6?)
6) - Pserg = m(2r 6 +r6)
Con la condicion de vinculo =1, resulta:
f) Pcosd —T = m(-16?)
6) - Psergd = mld
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La ecuacion erf es la ecuacion de vinculo (contiene a la fuerzeinieulo T ), mientras que

la ecuacion erg es la ecuacion de movimiento (permite determidaravaria la coordenada

de movimientod). Reordenando la EM:
0+ Ig serd =0

Esta EM no corresponde a un movimiento armoénic@lgirfes un movimiento oscilatorio no
armonico). Sin embargo, si el péndulo se muevalatter ded =0, con una amplitud de
movimiento de unos pocos grados (alrededor de@¥&ad), el movimiento sera armonico, ya
que la posicion de equilibrio es estable. En ese,cal péndulo estara realizanpequefias
oscilacionesalrededor de esa posicion de equilibrio.

sen@=0) = 9—%93 +..00

Si g<<1: 1 haciendo un desarrollo en serie alrededofde 0
cos@ = 0) =1—§492 +...01

y la ecuacion de movimiento:

é+%9:0

que es una EM arménico. Notar que, dentro de gstxianacion, la fuerza en la direccion de
i cumple con la ley de Hooke:

Fg O-mgéd

La solucién de la EM, segun lo ya visto, puedeibsse, por ejemplo:

6(t) = Acos(t + @)

con 0)2 :g

I
De la EM se ve:

» La posicion de equilibrio e = (ya lo sabiamos de antemano...)

» El periodo del movimiento eszz—ﬂ =21 1 (esto no lo sabiamos...)
w g

) 4
» <
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