Mecanica Estadistica Cuantica

Lectura: R. K. Pathria & P. D. Beale, Cap 5., M. Kardar Cap. 6-7, K. Huang Cap. 8
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» Descripcion cuantica & ensambles

M copias de sistemas idénticos (M > 1),es decir con el mismo H. Los estados
estdn caracterizados por funciones de onda /*({r},t), k=1--- M. La evolucién
de estos estados estd gobernada por la Ec. de Schréodinger

ok

Hik(r, t) = ih—— —

Si se expresa en una base ortonormal, {¢,(r)}

t) = Z <Z>n(r)a’,f,(t), al,‘, = /(Z);@Dk(r‘, t), Z |a’,f,|2 =1Vk=1--- M (normalizacién).
n n

y la evolucién se traduce en iha,(t) = 3, Homam(t) donde
Hom = IQZ);ZH(JSm - <n‘H‘m>
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» Descripcion cuintica & ensambles (cont.)

Asimismo, el valor medio de un observable G se puede expresar en términos del
denominado operador densidad para un estado 5!, cuyos elementos de matriz
SON pPpm = a3, An

() = [ Guk = S ek alsGom = 3 phkGom =Tt (5146)

mn

Notar que ppn = \a’,‘,]Q representa la probabilidad de estar en un dado estado ¢j,.

Para un ensamble, asignamos a cada microestado /%, una probabilidad p; y
definimos el operador densidad del ensamble como

~ k K\
Py Pmn = Zpk A, (ap)
k
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» Descripcion cuintica & ensambles (cont.)

Esto para el caso de un ensamble sin sesgo, equiprobable, corresponde a
Pk = 1/M.

La evolucion de pmun(t) se deduce directamente de la evolucién de los
coeficientes c,(t), ya que ifpmn = ih> "} pr(Cn Ciy + Cn Cpyy)

ihpmn =Y [Humipin — pmiHin] — | ip = [F” ’3}
l

~

En equilibrio, 5 = 0, si H # H(t) sugiere p = p(H)
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» Llegada al equilibrio

La evolucidn de un sistema cudntico estd regida por la Ec. Schroedinger, ie
(en base de autoestados de H),

= Do al(e =0 o) pml) = - > an(0)(e(0)) e

Asi,

1T :
P TI~”>noo T / dt (TIEIOO TA pm”(t)dt> G”m = ; G”m Pnn dethSIng

ya que las integrales en el tlempo de las oscilaciones con frecuencias

(En — Em) /A promedia a cero si E,p. Se dice, que la coherencia entre distintos
estados se pierde en el largo plazo.

El hecho que la media temporal (la medicién) se comporte como una media
sobre un ensamble, de nuevo, es un postulado o hipétesis ergddica cudntica. Y

es un tema abierto...
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» Estadistica en los distintos ensambles

Para construir los ensambles debemos elegir p, basdndonos en la informacién
conocida.

Ensamble microcandnico

N, Vy energia entre Ey E+ A.

1/ estado accesible E= E,&n=m
En la base de autofunciones de H, ppm =
0 en otro caso

Ademads de la equiprobabilidad de los estados accesibles que surge de ppn = 1/Q(E), el operador densidad
es diagonal también para estados distintos con la misma energia!. Esto constituye un postulado adicional
necesario en el caso de los ensambles cudnticos.

La entropia sigue siendo S = kgIn 2, con lo cual si hay un un solo estado accesible, 2 =1 = S = 0.
Recordando los postulados de la termodindmica, esto quiere decir que este caso es T = 0, y el operador
densidad se dice que es puro (hay un solo py # 0).

Formalmente, podemos definir el operador densidad en términos de H,

o0 = s

Consistentemente con los postulados de arriba, ya que pnm = dpm

Ti(p) =1 = Q(E) = >, 6(En — E).

, ¥ la entropia S = Tr(5n p)
5(En— E)
()

, y como
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» Estadistica en los distintos ensambles (cont.)

Ensamble Candnico

— e BEn A_ZW >LBE"<¢ ‘

Pmn = PnOmn;, Pn X s P = . n 7 n

) —BH _ Tr(GeBH
z=Te(eM),  p==| (&= (6)

Z Z
Ensamble Gran Candnico
—,B(I:I—MN) . .
5_ € _ —B(Es—puN) _ —B(H—pN)
p = Zec ch—ze _Tr(e )

N,sn
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» Ejemplo: Una particula en una caja de lado L

R ﬁZ _h2v2
2m 2m

. Rk
ik-r 7
con energia £, = —.
9 & 2m

1
Veamos los estados, 1) = 132¢

Pero, no todos los k estan permitidos,

27
k:T(nXanyan) ni= —0o0, -+,
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La funcién de particiéon entonces,

_ 2 2 o) e | e o (F)

e T n ftt
= Z?D
_5ﬁ <27r> n h2k2 @ .
zlozznje 2m \ L Se / dke 2’":ﬁ

con
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= Vormker  Tam \ L

)
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» Particulas identicas

Describimos el estado de N particulas por una funcién de onda ) (x1, - - - , xy) donde |1 (x1, - - ,xn)|? es la
probabilidad de encontrar una en x;, otra en xs, - - - . Pero si las particulas son idénticas los estados deben
satisfacer,

Postulado de simetria

n = +1, simétrico (se llaman bosones)

Pyjlp) = £[¥) = nly) VLJ’{ )

= —1, antisimétrico (se llaman Fermiones)

donde Pj; corresponde a intercambiar x; con x;.
Debemos construir estados de N que respeten estas simetrias, a partir de una base de 1 particula, {¢;}. (P
son permutaciones de N, §» = (—1)"?, con np el nimero de permutaciones de pares en P respecto a la
permutacién identidad, 123..N)

Estados producto Estados fermidnicos Estados bosdnicos

|iv, B2, -+ 5 in) —

1 .. . i
i, (x1) b, (%2) - - - bi (XN) W;(SPP|II712,.--7IN> \/NTFZP\U,:Q,.. i)

La normalizacién bosénica N4 no es directamente N!, ya que, a diferencia de los fermiones, un dado estado
puede estar ocupado por mds de 1 particula. Si n; es el numero de particulas en el estado i, Ny = M T];n!.  [11/17]



» El efecto de la estadistica - Limite clasico

Consideremos un sistema de N particulas libres no interactuantes en una caja V, descritas en el ensamble
candnico.

N 52 2
: h
H=320 Be=(R+R+ k), K=k ky)

Buscamos la funcién de particién canénica, Z = Tr (e*5H> y queremos compararla con la versién cldasica, ast
que la expreso en representacién de coordenadas.

Tr (efﬁH> = /("1,"2,--' crnle PPl ray o ) dNr = /dBN"Z e K|y |?
{K}

donde el conjunto {K} son los autoestados de energia de H que cumplen la simetria correspondiente
(bosones o fermiones).

Ahora, la suma sobre los K no es igual a sumar sobre todos los posibles ki, - - - ky individualmente, pero si
tenemos en cuenta el sobreconteo que hariamos si sumdramos sobre ellos, lo podemos expresar como

Z - Dok ez k"
- N!
{K} [In!
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» El efecto de la estadistica - Limite clasico (cont.)

donde nK =0, - - - oo es el ndmero de particulas en el estado i de una particula para el estado K del sistema.
Si a esto le agregamos que la suma sobre k; se aproxima muy bien en un sistema macroscépico por la integral
con un factor V/(27)3, podemos escribir

P T)SN/(;PN rdf¥Nke 85 (G4 T k|2
i

Veamos los estados,

Yk = 4/7/\/' o D Pk, (r1) - by (ra)} = /7N' on 2% {0k (rpy) -+ by (rey) }
donde ¢, = v11/2 elkiry 85 = 1 para bosones. P; es el elemento i-esimo de la permutacién P. Por ejemplo, si

P = 23514 es una permutacion de la identidad 12345, Py =2,P2 =3,P3 =5,P4 =1y Ps =4
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» El efecto de la estadistica - Limite clasico (cont.)

Asf, teniendo en cuenta que el producto v g hay N! x N! términos pero solo N! términos distintos,

|| =

H - % ARG B ACREN )

_ 51 ei[(k1~("1—"7>1)+"'+kN'(VN—'”79N)]
1L ”;(VN Z "

Para relacionarlo fdcil con la Z cldsica, utilizo

2
*5%‘“}""/’7
[dPpe P2 — e P )
[ dBpe—Bp*/2m
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» El efecto de la estadistica - Limite clasico (cont.)

y mantengo la integracién, ahora en p =hk,

1

2= Nipn

/Cf3NpdSNrefﬁ(prrP%Jr---JrP?v)/Qm SO0 [fr1 — rpy) - flrn — roy)]
P

iCudntovale I = [ d3Nr; 6% f(re — rp )f(re — rp,) - - f(ry — rp,)?

Las permutaciones P las puedo clasificar de acuerdo a cuantas
permutaciones de 2 indices respecto a la identidad contengan, y asi
separar en la suma sobre P los términos con 1, 2, 3... permutaciones
de 2 indices. Por ejemplo, 12354 tiene una permutacion 4 <> 5, por
ende solo rp, con i = 4,5 difieren de r;. En este caso la contribucién en
I seria

0 0,5 1 5 2 2,5

/d3Nrnf(r1—r1)f(r2—rg)f(rg—r3)f(r4—r5)f(r5—r4) :/dSNrnf(r45)2 /A
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» El efecto de la estadistica - Limite clasico (cont.)

En general,

/dgN (”’72 ,“,+/ > udfkﬁ“-)

i<j i<j<k

Si la temperatura es alta, el ancho (proporcional a \) se achica y nos podemos quedar a la primera
correccién (el resto tiene overlap despreciable),

N/dSNr<l+nZ ) /afer (1+nf ) /d3Nrexp< BZV,J>
i<j i<j i<j

en donde v funciona como un andlogo cldsico de la interaccién (para la funcién de particién!) (cf. Z cldsica
con interacciones).
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» El efecto de la estadistica - Limite clasico (cont.)

Fermiones

D,j = —kBT|I'l

Bosones

27|ri — rj|? B L
1+ mnexp <_7r| '/\2 il >} e
r/x

Es por esto que se suele decir que los Fermiones, a los fines de la estadistica/termodindmica, se repelen

cuando se acercan, mientras que los bosones se atraen. Mds fuertemente cuanto mas cerca y/o mas baja T.
Cabe remarcar, que aun en el caso de temperatura muy alta, si bien ¥ se vuelve despreciable, el factor (de

Boltzmann!) 1/N! permanece.
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