Ensambles

Lectura: M. Kardar Cap. 4; R. K. Pathria & D. Beale Caps. 1-2.
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» Mecanica Estadistica: Postulado de equiprobabilidad

En Liouville vimos que una manera de construir un equilibrio es

peq = f(H(pi, q))-
Esto me define el Ensamble
microcandnico para un sistema aislado,
i a —— sSiE=E
i.e., con E y-t.odos los para[netr‘os Pe(p) = QF) sistema
extensivos fijos. Dado el nimero de U G CEEe
p-estados en funcién E, Q(E).

Conocido Q2(E) definimos | S(E) = kgInQ(E) | que es nuestra ecuacion

fundamental para definir la termodinamica.
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» Conexion con la termodinamica

Dos sistemas en contacto térmico con H = H; + Hs, entonces = 1 ® ps

QE) =) N (E)%(E-E)  Esaditiva S?
Eq

SeaE yE donde alcanza el maximo los
sumandos Q; (E1)Qs(E3) con Ey + E; = E.

01 (E1)0a () <QUE) < gnlu:a)gz(zg)

kB |n9192 SS < kBanlgg T kB |n§
E/Ey

Si N1, No — oo conlnQj o< N; & E o< Ni + Na, entonces S = S; + Sy + O(InN)

Aditiva!
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iPero donde estaba el maximo de Q4 (E;)Q(E — E1)?

0 o 0

= %10, (EDW(E - B = L0, -
0 aEl[ 1(E1)Qa( 1)] oE, Q16/_,_-2( 1)=0
o0, 00 109, 109,
Q _Q i

296, Y9E, T 0,06 0B

105 195,

ks OF, _ kg OF;

T 1

[4/18]



» Ejemplo: sistema de dos niveles

Supongamos N dtomos, cada uno de los cuales pueden estar en 2 estados, con
energia 0 y € (y no hay interaccién). Los microestados s los podemos describir
dando cuales de los dtomos estdn en el fundamental (en total Ny), y cuales en el

excitado, en total Ny = N — N

[E = E[No,Nl] = ONO = €N1 = €N1
N=Ny+ N;

P({n;}) = Q(El,N)(SNe,E

Q(E,N) = </’\>’1>

S(E.N) = kg Q(E,N) = kgln [wm;vi/vl)v]

N!
kot | =7
— kg {IN[NY] — [(E/€)!] — I[(N — E/e)1]}

[5/18]



» Laaproximacion de Stirling

12
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>~ N [Inx = —} B4

N!'=T(N+1 / dxx" e X:/ e N1 dx 02
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(b// Xos
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NORN-N /3N
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» Dos niveles (cont.)

Entonces, si N, Ny, Ny > 1

S(E,N) ~ —NkB{'/\G|n’/\\’/1+ N;INl n [va’vl]} - —NkB{Ailn,\iJr a-Eyna- E>}

rmodindmica,
T T

De la relacién te
T

"0 | 1 aS k E N
| B €
| —=—| =-= = E(T)= —
z 04 ; T~ 0EIN e n(NE—E) (T) = 17
(%) I
0,2 i El calor especifico entonces,

! ! . ou
0 02 04 06 08 1 C=—

- oT
E/Ne

2
_ €\ e 1
ks (7) @ (e
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» Dos niveles (cont.)

T
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
0,41 .
Q
= 0,5 <
I ———— = G 02} (Be/2)? |
Neiﬁe
| | | |
OO 2 4 6 0() 1 2 3
kgT /e kgT /e
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Probabilidad

iCual es la probabilidad que una dada particula esté
en el estado excitado? Contando directamente de los
is para una E, N cuantos quedan al fijar una dada
particula en el excitado

QE—eN—1) E

PO =""GEN  ~ N

Mientras que la probabilidad que no haya ninguna es
1—P(1)
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» Gas Ideal (clasico)

El ensamble microcandnico en mecdnica cldsica esta descrito por los p-estados
{pi, qi} de las N particulas con E < H(u) < E+ A. Asi,

AE, )= — dNpd*g
E<H(p,q)<E+A

Un gas de N particulas en 3D descrito por {p, g} en una caja de volumen V'y

sin interacciones, i.e, H = Z [p, + UcaJa(q,)]. iCuadnto vale Q(E, V,N)?

Definamos auxiliarmente, E(E) como los estados hasta energia E.
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» Gas Ideal (clasico) (cont.)

1
Z(E) - d3q1...d3qu3p1...d3pN
wo JH({p}.{a})<E
VN 3 3
wo
Z.";ﬁgE

N

T it d (hiper-)esfera de radio (2mE)"/?

en 3N dimensiones
wo
Conocida la funcién X(E) calcularemos el niimero de estados

Q(E) = S(E + A) — S(E)
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» Vlolumen hiperesfera

En n dimensiones el volumen de una hiperesfera es

Vn(R) = / Xm o an = /dQn Y‘n_ldl" = Can
(i x7)<R?

donde 2, es el dngulo sélido en n dimensiones, y necesitamos conocer C,.
Usamos el truco de calcular otra integral, que conoceremos, en las mismas

coordenadas y despejar C, /2 Funcién T'(2)
——N—
00 o} n 00
/Xm . an ef(X%JngJr"'er%) — </ ex2> = /dQn i"nileir2 dr
—00 —o0 F(n + 1) n! (n € No)
72 =nC,[ drr"te” C,,/ “le"dw = —Cn (n/2) TD(z+1)=2I(2)
0 0 ra=1
7rn/2
(N — [(1/2) =+

T(n/2+1)
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» Gasideal

Asf,
3N/2 1

S(E) = —p——— |V(2mE)3/
6) = S@ 1o [vizme)?]"
Si considero A < E pensando que E es extensiva puedo desarrollar y el nimero

de estados es

0%

Q(E,V,N) = £(E + &) - B() ~ ==

—A y S=kghQ
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» Gas ideal (cont.)

La derivada es

3N
9E ~ woT(N 1 1) { (2mé) } 3V (2mE) M = e AN 1) 2 [V(QmE) ] E
7.‘.3N/2 1 1
=T [viemE®?|” - =x(E)>
woL (3N/2) [ (2méE) } - 2B

Asi, S = kgl [ ZZA) = ks S(E) — ksl (E/A) = ks S(E) + O(n )

Esto muestra que puedo calcular la entropia de un gas termodindmico como
S =kghX(E) en lugar de S = kg Q(E).
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» Gas ideal (cont.)

Tomando wy = h*N y uso ademds Stirling para T'(3N/2) en el limite

termodindmico
v (AmmEN? 3
3h2 N 2

Con esto puedo encontrar las ecuaciones de estado para la temperatura y la
presion, recordando que a N fijo, TdS = dU + pdV

S(E,V,N) = Nkg {m

os;  [1 snks| as
OEINyYV

T 2 E aVine ~

O sea las ecuaciones del gas ideal monoatémico.
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» Entropia de mezclay paradoja de Gibbs

Como vemos de la expresién de S(E, V, N), la misma no es extensiva, ie.

SAE, AV, AN) # AS(E, V,N). Esto se ve de manera catastréfica en la paradoja
de Gibbs.

Si tomo dos gases ideales de particulas idénticas
en equilibrio c¢/u con la misma densidad n = N/V
y temperatura T pero en volimenes distintos, Vi Ny | T, Vo, No
separados por un tabique. Se compara con la
situacién de quitar el tabique.

Como ambos lados tienen ny T iguales el poner o sacar la separacién no
deberia cambiar el estado de equilibrio termodinamico. Pero si calculo la
entropia en los dos casos usando la expresién de arriba vemos que hay una
diferencia (llamada entropia de mezcla)
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» Entropia de mezcla y paradoja de Gibbs (cont.)

drem E;\*/?
Si=S1+S = N1k3(|l'l Vi + 0'1) aF NQkB(ln Vs + 0'2), oi=1In (7;,12,\;>
i

Se = leB |ﬂ(V1 aF VQ) aF N2kB |I'I(V1 + Vg) + kB (Nldl + NQO’Q)
N1 V1 N2 V2 :| >

ASmix = S¢ = Si = ~Nks N1+N2InV1+V2+N1+N2|nV1+V2

La manera de resolver esta paradoja es darse cuenta de que para gases de
particulas idénticas, sobrecontamos los estados posibles. No esta permitido
cudnticamente contar como dos estados aquellos que surgen del intercambio
de 2 particulas. Cuando estudiemos gases cudnticos veremos exactamente
como resolverlo, pero en el limite clasico alcanza con dividir por las
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» Entropia de mezcla y paradoja de Gibbs (cont.)

permutaciones de las N particulas, ie introducir 1/N! en la integral,
denominado factor de buen conteo de Boltzmann.
Con esto el gas ideal en el limite termodindmico tiene una entropia

.3
2
manifiestamente extensiva.
Asi, para un gas (cldsico) de particulas idénticas en general deberemos hacer

% <47rm E>3/2

S(E, V,N):NkB {In N 3h2 N

N
1
(E) = / dTy con dTy = ——T1d®;dq;
H({p} {ah) <E Nlh‘”’”,l;[l o
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