
Ensambles

Lectura: M. Kardar Cap. 4; R. K. Pathria & D. Beale Caps. 3–4.
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» Un sistema con osciladores armónicos clásicos
Supongamos N osciladores armónicos independientes tratados clásicamente.
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)
como H =

∑
Hi independientes, Z = Z1Z2 · · ·ZN
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Si los osciladores son todos iguales (ωi = ω), y entonces Z =

(kBT
h̄ω

)N

F = −kBT lnZ = NkBT ln
( h̄ω
kBT

)
, µ =

∂F
∂N

∣∣∣
T
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kBT
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S = −∂F
∂T

∣∣∣
N
= NkB

[
ln
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h̄ω
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−∂

∂β
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F+ TS

 = − ∂

∂β
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[kBT
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]
=

∂

∂β
N lnβh̄ω = NkBT

La capacidad calorífica

C =
∂U
∂T

∣∣∣∣
N
= NkB Ley de Dulong-Petit
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Esto es un caso particular de un teorema más general.
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» Teorema de equipartición

Calculemos ⟨xi ∂H∂xj ⟩ donde H(p, q) es clásico y xi es cualquiera de las coordenadas
generalizadas ({q,p}).

〈
xi
∂H
∂xj

〉
=

∫ (
xi
∂H
∂xj

)
e−βHdΓN∫

e−βHdΓN
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» Teorema de equipartición (cont.)

veamos el numerador, y separemos la integración en xj∫ (
xi
∂H
∂xj

)
e−βH dxjdΓN,x̸=xj =

∫
xi
(
− 1

β

)
∂

∂xj

(
e−βH

)
dxj dΓN,x̸=xj

=

∫ 
�������*0

− 1

β
xie−βH

∣∣∣∣
∂xj

 dΓN,x̸=xj +
1

β

∫
e−βH ∂xi

∂xj
dΓN = kBT δij

∫
e−βH dΓN

Así, 〈
xi
∂H
∂xj

〉
= kBT δij
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» Teorema de equipartición (cont.)

En particular, si xi es un momento

⟨pi
∂H
∂pi

⟩ = ⟨piq̇i⟩ = KBT →

〈∑
i

p2i
2m

〉
=

3

2
NkBT 3D

Esto vale en general, para un gas clásico (interacciones incluidas), pero si H es
cuadrático en p, q, i.e., H =

∑
j
(Ajp2j + Bjq2j )

⟨H⟩ = U =
1

2
f kBT f: número de términos cuadráticos en H.
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» Teorema del virial
A partir de ⟨

∑ qiṗi⟩, podemos comparar

V =
〈∑

qiFi
〉
= −3NkBT = −2

〈∑ p2i
2m

〉
= −2K

¿Quién es ⟨
∑ qiFi⟩?

P
F En el caso de un gas ideal, i.e., sin interacciones, solo hay

fuerza ejercida en el borde del volumen y teniendo en cuenta
la relacion con la presión,

ν0 =

∫
∂V

−P r · n̂ dS = −P
∫

∇ · rdV = −3P
∫

dV = −3PV → PV = NkBT
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» Osciladores cuantizados
Si en lugar de N osciladores clásicos, suponemos que sus energías estás
cuantizadas, ϵn =h̄ω(n+ 1/2) (n ∈ N0).

Z = (Z1)N , Z1 =
∞∑
n=0

e−βϵn =

∞∑
n=0

e−βh̄ω(n+1/2) = e−βh̄ω/2
∞∑
n=0

(
e−βh̄ω

)n
=

e−βh̄ω/2

1− e−βh̄ω

Z =
e−(N/2)βh̄ω

(1− e−βh̄ω)N

F =
Nh̄ω
2

+ kBT ln(1− e−βh̄ω)

U = N
[
1

2
h̄ω +

h̄ω
eβh̄ω − 1

]
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