Ensambles

Lectura: M. Kardar Cap. 4; R. K. Pathria & D. Beale Caps. 3.
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» Extensiones del canonico

En un caso mads general donde la U cambia por el flujo de calor y el trabajo de
una fuerza generalizada J y un desplazamiento x.

dU=TdS - dW=Tds+J-dx = ds=9 L. ax
podemos pensar en reservorios Ty J.
0Sr 0SSR Es J
E:— Es, Xt — x5) ~ Sp(Ey) — EseoR| —xs—2| = S =
Sr(Et — Es, xt — Xs) ~ Sg(E¢) S3Ex I~ % ox le Sr(E) = — +Xs =
1
P(us,x) = =e PEsehx
(1s, X) =
Ejemplo: Ensamble Isobadrico-Isotérmico: J= —pyx=V
ohnZ ohZ
7 = N g PEs o PPV U— _ I _ I
" ZV: ap ‘Bp aBp s

G( T, p, N) = —kgThZps
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» Entropia maxima

De todas las distribuciones {p;} compatibles con los datos, el sistema
macroscépico esta representado por aquella que tiene la mayor entropia
estadistica S({p;}) = —kg>_ pilnp;. [E. T. Jaynes 1957]
La expresion cumple con lo que uno espera de una entropia,
e Crecimiento mondtono: si es equiprobable M, la entropia aumenta con M,
cuanto mds aumenta mds informacién me falta.
e Cumple aditividad y concavidad.

Multiplicadores de Lagrange

Sea f(x) una funcién definida en un conjunto abierto n-dimensional
{x € R"}. Se definen s restricciones g,(x) =0, k=1, ..., s,.

h(x, {\}) = (%) — A\gu(x)

tiene un extremo donde f(x) y cumple las restricciones.
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» Ejemplo microcanonico

Supongamos que describimos un sistema cerrado con N, E constantes. Los
microestados i = 1... M tienen probabilidad p; en el ensamble, la entropia

estadistica
{P: *kBZP: In Pi

Imponiendo la normalizacién de p; con un multlpllcador‘ A1 tengo que extremar
SE S_/\I(Z:pi_l)
1

@8: —kg(In pj+5 )=\ — pj = e~ M/ks+1) (no depende de j, Es Equiprobable)
J J

Como p; es constante, y esta normalizada, p; = 1/M. Ademads,

o5
1

6—\3 =——=-M<0,

op; Pj

0 sed, es un maximo.
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» y el canonico?

En el candnico N esta fijo, pero la Unica informacién que sabemos de la energia
es su valor medio (E) = U, y los microestados i que considero pueden tener
distintas energias. Asi, sea S({p;}) = —kg>_ piIn p;, extremizo con los vinculos

>ibi=1y X ipiEi=U

o (0] (Zee )

—kB|ﬂpJ'— kB — A1 — )\QEJ' =0
p;j o e—)\zEJ‘/kB

=0
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» Vlariacionalmente para las energias libres

También podemos deducir las probabilidades de un ensamble a partir de un
principio variacional sobre las energias libres correspondientes
Sistema en equilibrioa 7 - Ensamble canonico

La energia libre de Helmholtz F = U — TS se puede expresar en términos de las
probabilidades p; como

F=U-TS=) pifi— T<—kBZpi|npi> = (piEi+ keTpihnp))
i i

i

Minimizo pidiendo que 3, p; = 1, i.e, minimizo F= F— A (3;pi — 1)

i 1
OF o= E+ksThpj+ keT —X = pj=ePle 5
Ipj j
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Sistema en equilibrioa 7y ;. - Ensamble Gran Candnico

Ahora minimizamos el gran potencial Q(T, i, V) que expresamos en términos
de {p;} como

Q=U-TS—uN=> (piEi+ksTpip;— ppiN) = p;=e? e PE-sN)
i

Sistema en equilibrioa 7'y p - Ensamble Isobarico-Isotérmico
Minimizando la energia libre de Gibbs G(T, p, N) obtenemos

G=U-TS+pV=> (piEi+ksTpilpi+ppVi) = pi=eTePlEtr)

]
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» Gases moleculares ideales- Grados de libertad internos

Supongamos un gas compuesto por moléculas, que no interactian entre si,
pero que tienen grados de libertad internos. Es decir, escribamos el H como

donde hj.:(i) representa el H de los grados de libertad internos de la molécula i.
Como ejemplo concreto podemos tener en mente una molécula diatémica. El
término p?/2m representa la energia del centro de masa, y hi,: la energia de la
masa reducida. En general digamos que los grados de libertad internos tienen
estados n con energias ¢,. Asi podemos construir la funcién de particién
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» Gases moleculares ideales- Grados de libertad internos (cont.)

candnica del gas como Z = £;Z) y reducir el problema a calcular la de 1
molécula, Z;

—Bp? —fBe —Ben 4
h
con los cual, y usando Stirling,

F=—kgThZ= —NkBT{In [N‘;?’} + 1} — Np(T), conp(T)=kgTIh&(T)
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» Gases moleculares ideales- Grados de libertad internos (cont.)

Lo primero que notamos, que al £(T) no depender de V, la presién del gas no

OF
—— = NkgT/ V.
WVlrn 7/
Sin embargo, las capacidades calorificas, al depender de derivadas con T, si
dependen.

depende de si el gas tiene grados de libertad internos, p =

oS
C,= T—
VN P oT

OF V] s ,
p7N COhS——fT KN—NkB{In |:/V)\3:| +2}+NS0(7—)

oS

Asi C, = 3Nkg + NT"(T) y Cp = 3Nkg + NT"(T)
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» Gases moleculares ideales- Grados de libertad internos (cont.)

iQué podemos decir de los grados internos?

En general £(T) =Y, e %, con lo cual podemos pensar dos regimenes limites
distintos, segiin la temperatura sea mucho mayor o menor que una escala ©
determinada por grado de libertad interno en cuestion.

e Alta T (bajo 3), T>> O, en este caso serd posible reemplazar la suma por
una integral. Por ejemplo, en el caso del oscilador arménico en 1D con
frecuencia w, esto da £(T) = kgT/hw, o sea p(T) = kgTih(kgT/Aw) y la
contribucién al calor especifico es Ty”(T) = kg, como esperdabamos.
Clasicamente, para la molécula diatémica, esta vibracién corresponde a la
oscilacion de la distancia entre los aGtomos constituyentes de la molécula
alrededor de su posicién de equilibrio.
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» Gases moleculares ideales- Grados de libertad internos (cont.)

e Baja T (alta 3), en este caso alcanzara con considerar los primeros
términos en &(T) ~ e P + g, e 741 con g, la degeneracién del primer estado
excitado de hj,;, y suponiendo que el fundamental no esta degenerado.

Asi, la contribucién por molécula al C, a baja T es kg(3Ae)%e P2 con
Ae = €1 — €. Es decir, esta suprimida para temperaturas por debajo de
Ae/kg =hw/kg (para el caso del oscilador arménico).

Este mismo razonamiento puede reproducirse para otros grados de libertad
(rotacién de la molécula, por ejemplo), mientras que a baja temperatura el C
esta suprimido, a T alta habra que hacer el cdlculo explicito.
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