Gibbs, Liouville & Boltzmann

Lectura: M. Kardar, Cap. 3; K. Huang, Cap. 3-4, *R. C. Tolman Cap. IV-VI.
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» El ensamble de Gibbs

Vamos a considerar un gas de N particulas (clasicas).
Estado macroscopico

Coleccion de muchos posibles estados
o muchos posibles sistemas idénticos.
Ensamble con densidad

Los y.-estados
El conjunto de 3N variables {p;, g;} es
un punto en el espacio de
configuracién T

{pi} ) ot
" (o) p({p}:{a}.t)
O({p}.{a}) SEREX
? (O) = [dTp(p,q) O(p,q)

> {qi}
> {qi} [2/16]




» Mecanica clasica

Dado un Hamiltoniano H({p;}, {g:;}) cada punto en T evoluciona

Ecuaciones de Hamilton p

. OH . 9H ﬂ
Pi=—Gar =5,

ap op . Op .\ _ R
aﬁz <aq, Ut op p’) - .

: HY — o I
8(8(? _ ({0, H}) Peq i {peqs H} =0 Aproximacion al equilibrio

(peq = p(H(p, q))
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» Laevolucionde p({p}, {q}, t)

La densidad promedio de particulas

N simetria de intercambio
fi(r,p,t) = <Z53(r— r;) 0*(p — pi) > N/H dli p(p1 = p,q1 = 4, P2, G2, )

i=1

En general, la densidad (reducida) de s—partlculas

fS(prly"' 7p57q57 - H dr,p {p} {Q} t) 'ps(pla"' 7q57t)
(N )

i=s+1
Veamos la evolucién de las fs, sujetas al Hamiltoniano de N particulas

N D)
H:Z[é’éﬁ } ZV = Hs+ Hy_s + H'
i=1

0
9P — _{p,H} = —{p, Hs + Hy_s + H'}.

conociendo la evoluciéon de P o
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Deduccién en clase.
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» Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon

Se arma una jerarquia (BBGKY) para las ps

Ops > / OV (gn — Gs+1) Opst1
— = {H;, + (N —s E dr .
ot {Hs, ps} + ( )n:I s+1 94n Opn

oSo=c—e
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» La ecuacion de Boltzmann

Escribo la ecuacién para s = 1 en términos de f, y 5,
—Ki2

of oV of- of;
1_vqu.vpf+p.vqf1:/dp2(ql_qz).QEl
ot T m oq op1 ot colisiones
iQué podemos decir de 1»?
ao I T ] 1T n
S ofF . & 05 [ §
—0,2 il
I I 0 I I I ]
0 1 2 3 0 2 4 6 8
|q1 — g2 |q1 — g2

fo(ri, p1, r2, p2) —o< fi(ry, p1)fi(re, p2)
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Como sigue la jerarquia, para f2(q1, p1, g2, p2)

0 p1 p> V(g1 — q2)
5t +F(q1) - Vp, + F(q2) - Vp, + o Vart Ve — @ (Vp, = Vp,) | fa =

oV(q1 — q3) oV(q2 — g3)
drs | ———22 .V, + ——— 2.y, | f.
/ ? { oq . g2 p2| 73

Escalas de tiempo (no discutido en clase, ver Kardar y/o Huangllna condicion necesaria para el equilibrio es que
dt = 0.Una condicion necesaria para el equilibrio es que = (.Una condicion necesaria para el equilibrio es que

_t_O)

1 1 1
F-Vp~— %.vqwf K-Vp~—

TU Ts Tc

fs X [8/16]



Aproximacién de Boltzmann: interacciones de corto alcance en el régimen
diluido (nr§ < 1)

oV (q1 — qo)

a1 (Vp, = Vp,) o = <% Vg, + P2 'qu) f

m
_(PrtpP2 0 p—p O\,
N 2m  0Q m dq) *

—ps\ Of.
:—<plmp2)-a; conQ=(q1+4)/2.9=G~ @

Gl
ot

1
= —m/d3p2 d’q(p1 — p2) - Vg
col r<ro
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» La colision y el caos molecular

caos molecular f,(x;) = fi(p1) fi(p2) y
fa(x2) = f1(p}) f1(p3)

1 [ 4 =0
= m/d /02101—P2/0’¢bdb/x1 5762

8f

/ &3 d2 |1 — vQ| CALCAE

fi(p1)fi(p2)]

Rango de la fuerza

Y

8>
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» Teorema H

. . dH
Si f; satisface Boltzmann, entonces g <0, con

H= [ dpdafi(p.q.t)n(Fi(p.q.0)

‘Z‘::/d:’)pd:}q [aﬂln 8f1} /dS d3q—|n fl)
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» Teorema H (cont.)

vemos término a término (para F = F(q))

0
/ dpdiqf-Vpfi nf, =P W - / d*pd’q fiF - }vafl
orde p 1

0

= —/d?’pd3qvp - (Ff) :M: 0
orde p

0
p partes en g p p
/d3pd3qm'vqﬁ hf ™ = o ﬂfl—/dgdeQ}%m' lvqﬂ
0
= [ Ppdiqv,- (Lf =%:o
/ PG (m ) bordeqm1
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» Teorema H (cont.)

Solo queda ver la parte de las colisiones, recordando que p} y p, son los
momentos después de una colisién eldstica con p; y po

dH
= —/d3q d*py d®po d?*b|vi — vl [fi(p1)fi(p2) — fi(PY)Fi(Ph)] Infi(p1)

Como p; y p2 son variables mudas (estan integradas!), puedo intercambiarlas.
Entonces la integral de arriba la puedo construir como 1/2 como estd, mas 1/2
intercambiando p; con p,. Asi

dH 1
P —2/0’3‘7 d’p1 d’po d?b|vi — o [fi(p1)fi(p2) — fi(P))Fi(p5)] (N fi(pr) + Infi(ps))

= —;/dgq d’p1 d’py d*b |vi — vo| [fi(p1)fi(p2) — (1) Fi(Ph)] I (Fi(p1)fi(p2))
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Finalmente, como p| y p), son los impulso luego de la colision, elastica

(Jvi — wo| = |v] — V4]) y reversible en el tiempo, puedo leerla intercambiando las
variables de integracién a p} y p5. Y al final, como las variable son mudas,
vuelvo a cambiar p; <+ p!. Asi puedo combinar simétricamente con la expresién
anterior para obtener

dH 1
= /d3q d’p1 d’py d*b|vi — | [fi(p1)Fi(p2) — fi(p))1i(Ph)]

dt 4
x [In(fi(p1)fi(p2)) — In (F(p))Fi(Ph))]

Ahora, definiendo a = f(p1)f(p2) > 0y b = f(p|)f(p,) > 0, el integrando (salvo
[vi — v2| > 0) lo puedo escribir como
(a—b)(lna—Inb)=(a—b)(In(a—b+b)—hb)= (a—b)lna_z+b

a

:(a—b)ln<1+ ;b> > 0Va,b>0

[13/16]



Entonces, sia— b>0,In(1+ (a—b)/b) >0ysia—b<0,n(1+ (a—b)/b) <O0.
Por esto Z,—’Z < 0 siempre (si obedece Boltzmann...), y se dice que la evolucién en
Boltzmann es irreversible.
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» Propiedades del equilibrio

Una condicién necesaria para el equilibrio es

dH/dt = 0=f1(p1)fi(p2) = fi(p1)fi(p3)=Infi(p1) + Infi(p2) = Infi(p)) + Infi(p3)
Dado que durante las colisiones eldsticas se conservan el nimero de particulas,
el impulso y la energia cinética total, una manera de satisfacer el requerimiento
anterior es elegir Inf(p) como

p?
nf(p)=A-a-p-p

donde A, a, 3 son funciones que pueden depender de r pero no de p. Esta
condicién, como se ve de la ec. de Boltzmann anula %\COI y establece lo que se
conoce como equilibrio local. Sin embargo, no para cualesquiera funciones A, «
y (3 se consigue un equilibrio completo, ie., 9f /0t = 0. Para lograr esto,
debemos anulas los términos de deriva del lado izquierdo de la ec. Una manera
de garantizarlo es pidiendo ademds que f = f(H(r, p) done H es el
Hamiltoniano de 1 particula.
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Para un gas homogéneo, ie., sin potencial externo (U = 0), la solucién de
equilibrio entonces es la denominada distribucién de Maxwell-Boltzmann (MB) ,

3/2 _ (p— Ppo)®
o) = (50 ) ¢ " om

2mm

y los pardmetros a y 3 son constantes que se relacionan con la velocidad y

energia medias a través de py, = m% = (p), sm (p*) mientras que A queda

B
determinada por la densidad n = N/ V.

[15/16]



La entropia, a energia y la ecuacion de estado
La entropia se puede definir como S = —kgH, asi para MB

S= —kB/d3p d>q fus(p) Infus(p) = kgN g + g In(2rm/B) —Inn

y la energia interna

2

| 43,43 b~ 3N
U_/dpdquBZm_w

Esto muestra que 8 = 1/kgT y por lo tanto dU/dV|r = 0 con lo cual

p= Tg\i = NkgT/V. O sea, re-obtenemos la ecuacién del gas ideal.
T
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