
Modelo de Ising en 1D

Lectura: R. K. Pathria & P. D. Beale, Cap. 13., K. Huang Cap. 15.
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» El Hamiltoniano de Ising en 1D

Considero N sitios en una red unidimensional, en cada sitio hay un spin.
HIsing = −µ0B

∑
i
si − J

∑
⟨i,j⟩

sisj

Por conveniencia, trabajamos con condiciones periódicas de contorno

H = −J
N∑
i=1

si si+1 −
1

2
µ0 B

N∑
i=1

(si + si+1) definiendo sN+1 ≡ s1

Los estados son {si}, e.g., {1,−1, 1,−1, · · · } y la función de partición canónica es

Zc(B,T) =
∑

s1=±1

∑
s2=±1

· · ·
∑

sN=±1

e
βJ

N∑
i=1

sisi+1 +
βµ0B
2

N∑
i=1

(si + si+1)
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Zc(B,T) =
∑

eδ
∑ sisi+1+

α
2

∑
(si+si+1)

=
∑

eδs1s2eα/2(s1+s2) · eδs2s3eα/2(s2+s3) · · · eδsN−1sNeα/2(sN+sN+1) eδsNsN+1eα/2(sN+s1)

Se puede leer como un producto de una misma matriz, Ps,s′ = eδss′+α/2(s+s′)

Zc =
∑
s1···sN

Ps1s2Ps2s3 · · ·PsN,sN+1=s1 =
∑
s1

(PN)s1s1 = Tr(PN)

Hay que diagonalizar P P =

(
eδ+α e−δ

e−δ eδ−α

)
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λ1,2 = eδ
[
cosh(α)±

√
e−4δ + sinh2(α)

]
, λ1 > λ2

Entonces
Z = λN1 + λN2

si N ≫ 1

F(B,T) = −kBT
[
N lnλ1 +

(
λ2

λ1

)N]
≃ −kBTN lnλ1

NB: En ausencia de campo, α = 0, λ1 = 2 cosh δ y
F = −kBTN ln(2 cosh δ) = −kBTN ln(2 coshβJ)
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» Magnetización en el límite termodinámico

M = −∂F
∂B

∣∣∣
T
=

Nµ0 sinhβµ0B√
e−4βJ + sinh2 βµ0B −2 0 2

−1

0

1

B[kBT/µ0]

M
/(
µ
0
N)

Solo a T = 0 hay magnetización espontánea. Otras magnitudes, en ausencia de
campo

U = −∂ lnZc
∂β

∣∣∣
B,N

= −NJ tanh(βJ)

C =
∂U
∂T

∣∣∣
N,B

= NkB(βJ)2sech2βJ

χT =
∂M
∂B

∣∣∣
N,T

=
Nµ2

0

kBT
e2J/kBT
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» La correlación entre spines

Si nos enfocamos en B = 0, sin condiciones periódicas, y dejando la posibilidad
de que la interacción entre distintos sitios tengan distintos Ji, tenemos

Zc(N) =
∑
{si}

∏
i
eβJisisi+1

calculándolo con Ji nos va a permitir calcular la correlación entre espines
distantes.

¿Pero como lo calculamos?

Zc(N) =
∑
s1···sN

eβJ1s1s2 eβJ2s2s3 · · · eβJN−1sN−1sN =
∑

s1··· sN−1

eβJ1s1s2 · · · eβJN−1sN−2sN−1
∑
sN

eβJN−1sN−1sN
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» La correlación entre spines (cont.)

∑
sN

eβJN−1sN−1sN = eβJN−1sN + e−βJN−1sN ya que sN−1 = ±1

= 2 coshβJN−1

Vemos que se arma una recurrencia ZN = (2 coshβJN−1) ZN−1 por lo cual

Zc(N) = 2N
N−1∏
i=1

coshβJi
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⟨sksk+1⟩ =
1

Zc
∂Zc

∂(βJk)
=

∂

∂(βJk)
lnZc = tanh(βjK), lím

T→0
⟨sksk+1⟩ = 1
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Que pasa con la correlación a medida que nos alejamos r sitios, i.e.,
⟨sk sk+r⟩. Teniendo en cuenta que s2i = 1 ∀i, podemos escribir

⟨sksk+r⟩ = ⟨sk sk+1sk+1sk+2 · · · sk+r−1sk+r⟩

=
1

Zc
∂

∂(βJk)
∂

∂(βJk+1)
· · · ∂

∂(βJk+r−1)
Zc

=
1

N−1∏
i=1

cosh(βJi)

N−1∏
i=1

i̸=k,k+1,··· ,k+r−1

cosh(βJi)
k+r−1∏
i=k

sinh(βJi)
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» Correlación a r sitios

g(r) ≡ ⟨sksk+r⟩ =
k+r−1∏
i=k

tanh(βJk)

= e−r/ξ, con ξ = 1/(ln coth(βJ))
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Para bajas temperaturas (βJ ≫ 1), o sea, coth(x) ≃ 1 + 2e−2x, x ≫ 1

ξ =
1

2
e2βJ −→ ∞, Si T → 0
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» Más en general (extra)

Si puedo usar el método de la matriz de transferencia,

g(r) =
∑
i̸=1

(
λi
λ1

)r
⟨u1|s0|ui⟩⟨ui|sr|u1⟩, con P|ui⟩ = λi|ui⟩ [J.M. Yeomans §5.3]

En este caso
ξ−1 = ln(λ1/λ2)

¿Qué pasa en 2D?

De la solución exacta, Fisher y otros (1959+)

g(r) ∝ _ e−r/ξ
(r/ξ)1/2
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» El rol de la dimensionalidad:U vsS
1D

a T = 0

S = 0 1 estado
U = Hmínimo
F = Hmínimo

a T > 0
Hay una pared de dominio,

∆F = 2J− kBT ln(N− 1)

2D
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