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Introduccion

En los cien anos que siguieron a la publicacién de los Principia de Newton (Princi-
pios Matematicos de la Filosoffa Natural, 1687), la ciencia de la Mecénica se desarrollé
vertiginosamente gracias a la sustitucion del lenguaje mateméatico simple de esa obra
fundamental, que se vale de relaciones geométricas, proporciones, etc., por el célculo
diferencial creado por Leibniz y el propio Newton. En ese periodo aparecieron las con-
tribuciones al estudio de la dindmica del cuerpo rigido, los fluidos, la propagacién de
ondas en medios materiales, el calculo variacional, etc., debidas a Euler, los Bernoulli,
d’Alembert, Huygens y Maupertuis, entre otros. Estos avances en si mismos muy im-
portantes, no constituian todavia un tinico cuerpo teérico. En 1788 Lagrange publica la
Mecéanica Analitica, donde la ciencia de la Mecanica es reescrita desde primeros princi-
pios en el lenguaje de las ecuaciones diferenciales. En palabras de Lagrange, su objetivo
era “reducir la teoria de esta Ciencia, y el arte de resolver los problemas asociados, a
formulas generales cuyo simple desarrollo provea todas las ecuaciones necesarias para la
solucion de cada problema... No se encontraran figuras en esta obra. Los métodos que
aqui expongo no requieren ni construcciones, ni razonamientos geométricos o mecanicos,
sino solamente las operaciones algebraicas inherentes a un proceso regular y uniforme.”
Medio siglo después de este magnifico legado tedrico, en la primera mitad del siglo XIX
Hamilton lograra una reformulaciéon de la mecanica Lagrangiana introduciendo concep-
tos que iluminaran la ciencia de la Mecanica desde una perspectiva diferente, y que seran
indispensables para el desarrollo de la Mecanica Cuantica en el siglo XX. La Relativi-
dad Especial de Einstein (1905) modificara la estructura espacio-temporal sobre la que
se asienta la Mecanica Clésica. No obstante, tanto la formulacién Lagrangiana como la
Hamiltoniana son aptas en el contexto relativista, y en ellas se basan las teorias cuanticas
de campos y de cuerdas de la segunda mitad del siglo XX.

Vil






1 Repaso de Mecanica Elemental

Repasaremos algunos resultados importantes del curso de Mecanica Elemental. No
definiremos los conceptos basicos, que supondremos ya conocidos.

1.1 Teorema de la derivada relativa

Consideremos dos sistemas de referencia S y S’ en movimiento relativo. Si la orien-
tacion de S’ relativa a S cambia con el tiempo, entonces S’ rota respecto de S. Lla-
maremos {2 a la velocidad de rotacién de S’ respecto de S.

o
s s’ /

Queremos derivar un vector ff(t) desde el sistema S. Es posible descomponer a A
respecto de las bases de S'y S’ :

~

Aty = A i+ A, i+ Ak
_ Ax,i/‘FAy,]A,‘f‘Azll%,

. Cudl es la diferencia entre derivar A desde el sistema S o hacerlo desde 5’7 Si
derivamos desde S entonces los versores i, j, k se ven fijos (constantes en el tiempo); el
resultado es

d_ff| _dA dAy
T a VT T

dA, -
= k
dt
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Pero también podriamos derivar desde S usando la otra descomposicién de A:

d_féf| _ dA; i/—I— dAty A/_i_ dAlz ]%/
@ T T at T
di d 7 dk
A, pls 4y di ls +A. s

En este caso debemos calcular las derivadas de los versores del sistema S’vistos desde
S. Veamoslo en una Figura,

|di'| =sina df = sina Q dt
Si ademads notamos que la direccién de di ' coincide con la de € x 7/, concluimos que

di’

—lg=0x7
7S !

y lo mismo para los otros versores. Reemplazando obtenemos

dA,  dA. L4

T A ]
— (4

| L dA’
at '’ Tt dt dt

ZIACI

+AL QO x i +A’yﬁxj’ + AL QX E

Como la primera linea no es otra cosa que derivar A desde S’, concluimos que

T
a'’®

dA .
e + Ox A
gr ls + Sbx

que es el teorema de la derivada relativa.



1.1 Teorema de la derivada relativa

Ejemplos
En el resultado anterior A es un vector arbitrario. Veremos algunos casos de interés.

Sea A =7"1a posicién de un punto o particula respecto del origen de 5.

Se cumple que

donde Ry es la posicién del origen O" de S’ respecto del origen O de S. Entonces,
reemplazando en el teorema:

(7 — f{O/)| A7

e " dt

‘S’ —+ QXF’

Entonces
E—VO/:?7/+ Qx7’ (11)

donde v, ¥’ son las velocidades del punto o particula respecto de cada sistema de

referencia. Veamos dos casos particulares de este resultado:

1) Si Q=0 (es decir, si S’ se traslada respecto de S) entonces resulta el teorema de
adicién de velocidades de Galileo: v/ = v — V.

2) Pensemos a S’ como un cuerpo rigido cuyo movimiento es observado desde S, y
sea U la velocidad de un punto P perteneciente al cuerpo rigido (entonces ¥’ = 0).
Ubiquemos el origen O’ en un punto @ cualquiera del cuerpo rigido (7p = 7p — 7).
Entonces obtenemos

Up —Ug = QX (Fp —Tg)
que no es otra cosa que la cinemética del cuerpo rigido.

Volviendo a derivar el resultado obtenido mas arriba,

d . 45’
L F—Vo e =
g Volls =

=1/

dt

‘S—{— QX’F”—FQX |S’
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En el miembro de la derecha aplicamos el teorema de la derivada relativa para obtener

— —

i—Ap=a' +0x0' + Ox7' +Qx @' +Qx7)

l

Es decir, ‘
Q= ' +A0 +20x0 +Ax (QAx7)+ Qx7’ (1.2)

donde reconocemos los términos que van a dar lugar a las fuerzas de inercia en la
Dinamica.

1.2 Cantidad de movimiento de un sistema de NV
particulas

ﬁiZ@:Zmi@

=1 =1

donde F; es la fuerza resultante sobre la i-ésima particula. Podemos descomponerla en la
suma de la resultante de las fuerzas externas, F**, y la resultante de las fuerzas internas

F;i :F’;ext+z ﬁj
J#i

donde ﬁj es la fuerza (interna) sobre i debida a j. Ahora bien, en la suma S~ | F; de
las fuerzas que actian sobre todas las particulas del sistema aparecera

(ﬁQ"‘ ﬁ3+ ...)+(ﬁ1+ ]E;3+ )+

Pero f;; = — fj; por la 3ra. ley de Newton (principio de accién y reaccién). Entonces
la suma de fuerzas internas del sistema es nula:

= N

dP .
@~ 2B

va, si o 1 / X Vi 16 -
P se conserva si y sélo si la resultante de fuerzas externas es cero (vale también “com
ponente a componente”).



1.3 Momento angular de un sistema de N particulas

1.2.1 Centro de masa

Notemos que

L, d
PZZ mz‘Ui:EZmiFi
i=1

1=1

Entonces resulta 1til definir una posicién Rg)s caracteristica del sistema, tal que

N
MRCMEE m; T;

i=1

donde M es la masa total del sistema (M = S m;). Como vemos, Reyy es un promedio
pesado de las posiciones de las particulas que forman el sistema. Llamaremos a ﬁCM
posicion del centro de masa del sistema de particulas. La definicién hace posible ver a
P como la cantidad de movimiento de una tnica particula de masa M que se mueve con

velocidad VCM = ﬁcM :

P=MVoy

La conservacion de P implica que la velocidad del centro de masa es constante.

1.3 Momento angular de un sistema de N particulas

N N
Lo =) lo: = (7; — Ro) X pi
i=1

=1
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- N
dLo d . = . , dp;
-, = - Z_R 73 3 R
dt o {dt(r 0) X P+ (7 =~ Ro) x 5
- N N
dR N . — —
= —d—tox pz—i-Z(?“z—Ro)XFz

N
= _VO X ﬁ + Z NOi
i=1
(en la primera linea hemos usado que FZ x p; = 0) donde ]\70i es la resultante de los
momentos de las fuerzas (torques) sobre la particula i. Podemos preguntarnos si los

momentos de todas las fuerzas internas se cancelan de a pares debido al principio de
accion y reaccion. Veamos esta cuestion:

N
Z NG =) Rix fy

— —

donde R; = 7; — Rp. En la doble sumatoria aparecen los términos

ﬁlxﬁg +]%2X]§1 + .. :<§1_ 52)X]?12 + .

Vemos que la cancelacion de a pares se produce solo si

7—F={F—Ry) || fy Vi,

es decir, cuando las fuerzas de interaccién entre las particulas del sistema estan dirigidas
a lo largo de la recta que une las particulas. En ese caso el resultado anterior queda

dl—jo ¥ 5] \rext
W = —VO x P + Z O

=1

Notemos que el término Vp x P se anula en dos casos sencillos: i) si O es fijo, ii) si O es
el CM. En cualquiera de esos dos casos vale que Lo se conserva si y sélo si se anula la
suma de los torques externos respecto de O (en la hipdtesis que (75 —75) || fi; YV i,7).



1.3 Momento angular de un sistema de N particulas

La magnitud EO depende de la eleccion del centro de momentos O, por un lado, y
de la eleccién del sistema de referencia por el otro (porque la eleccién del sistema de
referencia determina los valores de las velocidades v;). Veamos c6mo cambia Lo ante el
cambio de alguno de estos dos factores.

1.3.1 Cambio del centro de momentos y cambio del sistema de
referencia

Cambiaremos el centro de momento sin cambiar de sistema de referencia:
N N N

Lo —Lo=Y (i —Ro)xp;— (71— Ro) x i = —(Ro — Ro) x Y _ p;

i=1 i=1 i=1
Entonces
LO’ = LO — (RO’ — RO) x P
Cuando P = 0 (es decir, en el sistema C'M) el momento angular del sistema no depende
del centro de momentos (resultado tipico de todo momento).

Ahora veamos qué sucede si cambiamos el sistema de referencia manteniendo el mismo
centro de momentos O. Supondremos dos sistemas de referencia S'y S’ que no estan en
rotacion relativa, de manera que vale la adicién de velocidades galileana: v;" = o; — ‘7,
donde V es la velocidad de S’ relativa a S.

N N B
Lo—Lo = Y (7i—Ro) x i’ =) (7 — Ro) x ji; =
i=1

i=1 =1

(7 — Ro) x (5 — i)

NE

N N N
— —Z(f}—ﬁo)xmﬂ?:—z miﬁx‘?‘f'éoxvzmi

i=1 i=1 =1

= —ECMXMV+§OXMV :(RO—§CM)XMV

Tenemos aqui algunos casos particulares interesantes:
1) Eligiendo O = CM obtenemos
EC,’M = f/CM
El momento angular respecto del C'M tiene el mismo valor en distintos sistemas de
referencia en traslacién relativa.

2) Eligiendo S’ como el sistema C'M (donde, como dijimos, el valor del momento
angular no depende del centro de momentos), tendremos V' = Viy; entonces obtenemos

EO = ECM + (éCM - éo) X MVCM = ECM + R’CMfO X ﬁ
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Este resultado dice que el momento angular de un sistema de particulas puede des-
componerse en el momento angular de una tnica particula de cantidad de movimiento
P ubicada en el CM (momento angular orbital) més el momento angular medido en
un sistema C'M que se traslada respecto de S (momento angular intrinseco o spin).

1.4 Transformacion de la energia cinética

Consideremos nuevamente dos sistemas de referencia en traslaciéon relativa, de manera
que vale la adicién galileana de velocidades v, = U;— V. La energia cinética en el sistema

S’ es

T =

ME
N | —
3

@\

(3]

Il
ME
DN | —
3
=l

|
SL
=l

|
Sl

~
Il
—
<.
Il
—

N
2 - T
§mivi_g m; U; -V +

1 =1

N | —

M-

N
E m; V2
i=1

1

|
=T — MVey -V + 5Mv2

Si el sistema S’ es el sistema C'M, entonces V =Veu y obtenemos

1
T=TM ¢ §MV02M

La energia cinética de un sistema de particulas puede descomponerse en la energia
cinética de una unica particula de masa M moviéndose con velocidad Vy; mas la energia
cinética medida en un sistema C'M que se traslada respecto de S.



2 Trabajo-Energia. Fuerzas
Conservativas. Teorema del virial

2.1 Trabajo-energia

Derivemos la energia cinética sobre las trayectorias dinamicas de un sistema de particulas:

AT d = 1 Yoo gw KoL
E:EZEmZUIQZX;szZd_::ZFZUZ

=1 i=1

Integrando en el tiempo entre dos configuraciones del sistema ( inicial y final, o “A” y

(CB?? ) :

B N
T(B)-T() = [ 3 B dni = Wi
A

En el lado derecho hemos definido el trabajo que realizan todas las fuerzas sobre el
sistema, a lo largo de la evolucién desde A hasta B.

En general las fuerzas internas realizan trabajo. Por ejemplo, consideremos la in-
teraccion entre las particulas 1 y 2. La suma de los trabajos del par de interaccion
es . . . .

fio-dry + fa-diy= fio-(d7T—d7Ty) = fia-d( 71— 75)
El resultado es distinto de cero salvo en casos donde la variacion de la posicién relativa
71 — T5 sea perpendicular a la fuerza de interaccion.

Cuerpo rigido. Si el sistema de particulas es un cuerpo rigido entonces sabemos que
las distancias entre los puntos del cuerpo no cambian. Por lo tanto los médulos de los
vectores 7; — 7; son fijos. Un vector A cuyo médulo es fijo sélo puede experimentar
cambios de su direccién; en ese caso es dA L A (si dA tuviese una componente a lo largo
de A significaria que el médulo de A cambia). Entonces diremos que un cuerpo rigido
se caracteriza porque las posiciones relativas entre sus particulas satisfacen

d(7i— 75) L(ri—=75) Vi
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Aceptando que las fuerzas internas en un rigido son paralelas a las direcciones entre las
particulas (f;; || (7 — 7)), de la relacién anterior surge que no hay trabajo de fuerzas
internas en un cuerpo rigido. (Nota: las fuerzas de interaccién no son paralelas a la
direccion entre particulas en la interaccién magnética, en el rozamiento entre superficies
en movimiento relativo, etc.)

2.2 Fuerzas conservativas

En general el trabajo de una fuerza depende del camino. Dicho de otro modo, F.dr
no es, en general, un diferencial exacto. En cambio, cuando F - dF es un diferencial
exacto, digamos

F-di = —dV

entonces el trabajo de F seré

B B
/ ﬁ-sz—/ 4V = V(A) - V(B)
A A
cuyo resultado sélo depende de los extremos A y B, sin que importe el camino seguido
para unir esos extremos.

Como para toda funciéon V definida en el espacio e independiente del tiempo, se tiene

que

dvza—vdx+a—vdy+a—vdz:ﬁv-df,
ox dy 0z

entonces diremos que una fuerza es conservativa si puede expresarse como
F=-VV

para alguna energia potencial V. El trabajo de las fuerzas conservativas no depende
del camino; equivalentemente,

VxF=0, %ﬁ-d?:o

(Nota: a modo de contraejemplo consideremos la fuerza de rozamiento dindmico, la cual

se opone siempre al desplazamiento. Entonces siempre resulta que Fo, - dF < 0 =
§ Frps - dif <0).

Si en un sistema de particulas existen fuerzas conservativas (ya sean internas o ex-
ternas) entonces habrd una energia potencial dependiente de las posiciones de las N
particulas, de forma tal que la fuerza conservativa neta sobre la particula i se calcula
como

F’vicons - —ﬁzV(fi, 77\2, FN)

10



2.2 Fuerzas conservativas

donde ﬁz deriva respecto de las componentes z, y, z de la posicion 7;. El trabajo de todas
las fuerzas que actiian sobre el sistema puede descomponerse en la suma del trabajo de
las fuerzas conservativas mas el trabajo del resto de las fuerzas:

Wiaop = W5 + Wiog™
Como Wy, =T(B) —T(A) y W5, = V(A) — V(B), obtenemos
[T(B) + V(B)] = [T(A) + V(A)] = Wi 5™

donde A y B significan dos configuraciones del sistema ( ”inicial ” y ”final”) dentro de
una evolucién dindmica del mismo. Definimos la energia mecanica del sistema como
la suma de las energias cinética y potencial, £ =T + V. Entonces

E(B) — E(A) = Wi 5™

Si el trabajo de las fuerzas no conservativas es cero, entonces se conserva la energia
mecéanica del sistema.

2.2.1 Fuerzas conservativas internas

Si existen fuerzas internas conservativas habrd una energia potencial V;; asociada a
cada par de interaccion. Asi la fuerza sobre la particula ¢ debida a la particula j sera

ﬁj = _ﬁiv;j
En caso que V;; dependa sélo de la distancia entre particulas r;; = |75 = |77 — 7],
Vig = Vii(ri)
entonces ﬁj tendra la direccién de la recta que une las particulas ( ﬁj || 75;). En efecto

e Ve L OVy Ty
fii = —ViVij= =22 V|~ 7| = 2
(37"Z-j

87’15 Tij
Como vemos, fi; || 7i; . Para que se cumpla el principio de accién y reaccién debe ser

Vij =Vii = ﬁj:_ﬁi

Trabajo de las fuerzas conservativas internas. Consideremos la interaccion entre las
particulas 1 y 2, y usemos que Vis = Vay:

B B
/ f12 dr1+/ f21 -dry = / V1V12'd771—/ Vo Voy-dry = —/ dViy = Vlz(A)—Vlz(B)
A

A

11



R. Ferraro - Notas para un Curso de Mecanica Clasica

Esto significa que el trabajo total de las fuerzas internas conservativas es

W5 e =y (Vig(A) = Vi (B))
i<j
> ;j €8 una suma doble). Es decir que la energia potencial interna es
interna 1
T T
i<j i#j

La suma doble restringida a ¢ < j significa que por cada interaccién entra un solo
potencial. Por ejemplo, si dos particulas interactiian mediante un resorte, la energia
potencial de la interaccién es V' =1/2 k n? (n es el estiramiento del resorte).

Si ademas existen fuerzas externas conservativas, la energia potencial total sera la
suma, de vinterna mas Vexterna

2.3 Teorema del virial

Los sistemas formados por muchas particulas en interaccién son sumamente com-
plicados. Ya el problema de un sistema aislado de 3 cuerpos tiene solamente algunas
soluciones exactas particulares. El teorema del virial nos da algunas caracteristicas de
la evolucion de sistemas de N particulas. Definimos la funcién virial:

N
i=1

cuya derivada temporal es

o X N N
%EZmivf+ZE-ﬁ:2T+Zﬁi-ﬁ
i=1 i=1 i=1

Promediemos este resultado en un intervalo de tiempo 7:

1 T dG G(1) — G(0) Al o
- Tgp= 2 TN 9 E F -7,
/O 7 < >+<i1 r, >

El primer miembro se anula en dos casos:
i) Si el sistema es periédico con periodo 7 (entonces G(7) = G(0)) ,

ii) Si las posiciones y velocidades permanecen acotadas (G permanece acotado), y
T — 0.

12



2.3 Teorema del virial

En cualquiera de los dos casos resulta el teorema del virial:

l

1 N
<T>= — <z:fﬁ>
=1

DO |

Cuando se cumple esta relacion hablamos de un sistema “virializado”.
Nota historica: en 1870 Clausius enuncié el teorema diciendo que “la vis viva promedio
es igual a su wvirtal”, por lo que el segundo miembro se llama virial de Clausius.

Sistema aislado. Si el sistema esta aislado entonces
Fy = E fij
JF#i
Notese que
f12'7’1+ f21 *Try = f12'(7“1—7’2) = f12'7“12

En este caso es

1
l

T ij * Tij

~

— —

i=1 1<j

(32, es una suma doble).

Sistema aislado conservativo. En este caso las fuerzas derivan de los potenciales de
interaccion V;;(r;;):

s OV Ty
ij = = —
@TU Tij
Si los potenciales tienen la forma Vj; o< rf; (o = —1 para la interaccién gravitatoria;

« = 2 para la interaccién eldstica), entonces

Por lo tanto

En este caso el teorema del virial dice que

<T>= <V> (2.1)

e

Ademas podemos valernos de la conservacién de la energia mecanica, < T > 4+ <V >=
E para obtener
aF 2 F

<T>= <V >=
a+2’ a+2

13
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En el caso gravitatorio (o = —1) el sistema virializado tiene necesariamente F < 0.
En los sistemas auto-gravitantes con £/ > 0 al menos una particula del sistema se alejara
indefinidamente a medida que el sistema evoluciona (como situacién particular, también
podria suceder que el sistema colapse en un tiempo finito).!

Aplicaciones

1) En un sistema auto-gravitante (por ejemplo, una galaxia) hagamos una estimacién
de < T >y <V > suponiendo que las particulas son de la misma masa m :

N(N —1) G m?
2 <r>

N m
<T>zT<v2>, <V>~-

donde la energia potencial tiene en cuenta el niimero de interacciones (el nimero de pares
de particulas entre V), y el promedio de V' se toma como el promedio de distancias entre
pares de particulas. Reemplazamos en la ecuacién (2.1); si N >> 1 resulta

2<vP><r>~ GNm =GM

lo cual da una forma de estimar la masa M de una galaxia a partir de la velocidad
de sus estrellas y la distancia entre las mismas. De esta manera Zwicky (1933, 1937)
estimé masas de cimulos de galaxias que resultaron unas 800 veces mas grandes que
las estimaciones que se obtenfan de la luminosidad de los mismos. Esta fue la primera
evidencia de la existencia de grandes cantidades de materia oscura (no luminosa) en
galaxias y cumulos de galaxias.

1. Noétese que G es la derivada del momento de inercia escalar I:

Entonces nuestra primera ecuacién dice que

dG  1d2I Mo
E:5@:2T+;Fiori:QTfaV:(QJra)TfaE

En el caso gravitatorio queda

1d?I
——=T+F

2 di?
Por lo tanto, E > 0 = d2I/dt? > 0. I(t) es una funcién positiva céncava hacia arriba. Viene entonces
de infinito y va a infinito, lo que significa que al menos una particula alcanza posiciones infinitamente
alejadas. Como caso particular, también podria suceder que todas las particulas llegaran a una misma
posicién en un tiempo finito y el sistema auto-gravitante colapsara.

14



2.3 Teorema del virial

2) Veamos un gas ideal confinado en un recipiente. En un gas ideal despreciamos
las interacciones a distancia entre las moléculas; suponemos que las moléculas (vistas
como particulas) sélo interactiian cuando chocan entre si. En ese caso la interaccién no
contribuye al virial de Clausius:

fio-T1+ for-Ta= fia-T12=0, porque T2 =0

Ademas debemos considerar las fuerzas externas, que se producen cuando las moléculas
chocan con la pared del recipiente. Si pensamos el gas como un fluido, entonces la fuerza
externa es —p ds , donde p es la presion y ds es la superficie de la pared (con orientacién
exterior). Entonces calcularemos el virial de Clausius como

N
Zﬁzﬁ — —%pdg-Fz—p /ﬁ-f”dv:—?)vaolumen
y reemplazando en el teorema del virial,

3
<T>= §p X volumen

Pero la ley de los gases ideales dice que pxwvolumen = N kpgxtemperatura (kp es la
constante de Boltzmann). Por lo tanto concluimos que la temperatura de un gas es una
medida de la energia cinética media de las particulas que lo componen.

15






3 Coordenadas generalizadas.
Vinculos. Trabajos virtuales

3.1 Coordenadas generalizadas

La posicién de una particula se determina mediante 3 coordenadas, que pueden ser de
distinto tipo (distancias, angulos, etc.). Las llamaremos coordenadas generalizadas
qr- Un sistema de N particulas se describe con 3N coordenadas generalizadas.

3.2 Vinculos

A menudo las 3N coordenadas generalizadas no son todas necesarias porque existen
condiciones de vinculo entre las mismas, que hacen que las 3N coordenadas ¢ no
sean independientes.

Por ejemplo, en un cuerpo rigido alcanzan 6 coordenadas para establecer la posicion
de las particulas que lo componen. Conociendo la posicién de un punto cualquiera
del mismo (3 coordenadas) y la orientacién del cuerpo en el espacio (3 dngulos que
corresponden a tres rotaciones independientes) podemos saber la posicién de cualquiera
de sus puntos. Decimos que el cuerpo rigido tiene 6 grados de libertad.

El cuerpo rigido puede estar sometido a vinculos adicionales. Por ejemplo, un cilindro
que rueda sin deslizar y sin modificar la orientacién de su eje de rotacién (ver Figura)
cumple con las ecuaciones

rem=RO, yem = R, zom =0

A estas tres ecuaciones de vinculo debemos agregar dos mas que corresponden a congelar
las otras dos posibles rotaciones que el cuerpo puede tener. En total son 5 vinculos sobre
seis posibles grados de libertad. Esto reduce los grados de libertad a sélo uno, en este
caso. Esta claro que ese unico grado de libertad puede describirse con el angulo 6, la
coordenada x¢yy, 0 cualquier otra coordenada generalizada equivalente.

La existencia de m ecuaciones de vinculo (o ligadura) independientes reduce el niimero
de grados de libertad a
n=3N—-m

17
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RQLEJUPQ '
Ax =AS

cn

3.2.1 Vinculos holénomos

Son aquellos que se expresan como relaciones entre las coordenadas (como en el ejem-
plo anterior). Eso permite describir la dindmica del sistema en términos de n coordenadas
generalizadas independientes, que llamaremos ¢, (¢ =1,...,n).

3.2.2 Vinculos anholénomos

En otros casos, las ligaduras se expresan como relaciones entre desplazamientos in-
finitesimales que no pueden integrarse. Por ejemplo, en la Figura anterior, el primer
vinculo podria expresarse en la forma

dl’CM:RdQ,

pero esta relacion es integrable y da x¢oy = R 6 + const. En cambio, si la direccion
del eje del cilindro variara a lo largo de la evolucién entonces la situacién cambiaria
sustancialmente. Consideremos el caso de una moneda que rueda sin deslizar con su eje
condicionado a mantenerse horizontal (es decir, la moneda no puede inclinarse); veamos
la Figura:

Ahora el C'M no se desplaza sobre una linea determinada, como lo hacia en el ejemplo
anterior. El problema no es que la trayectoria sea curva sino que no estd prefijada; la
moneda es libre de torcer su rumbo, sin inclinarse, dependiendo de las fuerzas que actien
sobre ella. Todavia podemos decir que

dloy = R df

18



3.2 Vinculos

%’ b‘Lcﬂ

donde Al se mide sobre una curva en el plano x —

AE—/\/d$2+dy —/ \/1+ dx

Esta expresion sélo podria ser integrada si conociéramos la curva y(z) seguida por el
CM. Pero, a diferencia del ejemplo anterior, no hemos establecido una ligadura para
esta curva. En otras palabras, d¢ = /dx? + dy? no es un diferencial exacto. Asi el
vinculo permanece como anholénomo y tiene la forma

JdaZ,, +dy2,, = R do

3.2.3 Vinculos escler6nomos y re6nomos

Una segunda clasificacion de los vinculos se refiere a la presencia o no del tiempo ¢ en
la ecuacion de vinculo. Los vinculos esclerénomos no dependen del tiempo (del griego:
okAnpé — duro). Los vinculos rednomos dependen del tiempo (del griego: pcw —

fluir).
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Veamos algunos ejemplos. En el primer ejemplo, la particula tiene dos grados de
libertad en ambos casos, que describen su posicion en un plano:

z=0 holénomo y esclerénomo z=Vt holénomo y rebnomo

En el ejemplo que sigue,

el aro de la izquierda esta fijo; hay dos vinculos holénomos y esclerénomos:
©+ 2 =R, y=20
El aro de la derecha gira con una velocidad w preestablecida; hay dos vinculos holénomos

y reénomos:*
r=VR?— 2% coswt , y=+VR?— 22 sinwt

La particula enhebrada en el aro tiene un tinico grado de libertad en ambos casos.

1. En coordenadas cilindricas p, ¢, z los dos vinculos son p? + 22 = R2?, ¢ = w t. Por otro lado las
coordenadas cartesianas son x = p cosp, y = p sinp.

20



3.3 Espacio de configuracion

3.3 Espacio de configuracién

Es el espacio de las coordenadas generalizadas utilizadas para describir el sistema. Si
hay m vinculos holénomos el espacio de configuracién tiene dimension n = 3N — m.

3.4 Fuerzas aplicadas y de vinculo. Trabajos virtuales

Las fuerzas aplicadas son fuerzas que estan determinadas en forma independiente
del resto. Dependen de las posiciones de las particulas del sistema, y a veces de sus
velocidades.

Las fuerzas de vinculo son las fuerzas que se encargan de mantener las ligaduras.
No se las conoce a priori sino que dependen del resto las fuerzas que intervienen en el
problema.

La fuerza de rozamiento estéatico es de vinculo porque garantiza que no haya desliza-
miento entre dos superficies que estan en contacto. La fuerza de rozamiento dinamico
entre superficies secas escapa a esta clasificaciéon; no es de vinculo pero tampoco es cono-
cida de antemano (depende de la fuerza normal). En cambio, el rozamiento entre un
cuerpo y un fluido puede ser descripto por una ley dependiente de la velocidad relativa
entre la superficie del cuerpo y el fluido.

Cuando trabajamos con la leyes de Newton escribimos 3 ecuaciones diferenciales por
particula (las tres componentes de la ecuacién vectorial F=mr ); las componentes de
los vectores posicién 7; son las incognitas del problema. Pero hay incognitas adicionales:
las fuerzas de vinculo. Para resolver el conjunto de incégnitas debemos entonces agre-
gar mas ecuaciones: las m ecuaciones de vinculo. Asi tendremos un total de 3N + m
ecuaciones para igual nimero de incégnitas. Ahora bien, en caso que no nos interese
resolver las fuerzas de vinculo, jsera posible lograr una reformulacion de las ecuaciones
dinamicas donde las unicas incégnitas sean los grados de libertad? Si esto se pudiese
conseguir, el nimero de ecuaciones a resolver se reduciria a n = 3N —m. Vamos a ver
que ese objetivo se puede alcanzar cuando los vinculos son holénomos, introduciendo el
Principio de los trabajos virtuales. La idea basica consiste en notar que el trabajo
total de las fuerzas de vinculo puede ser declarado nulo cuando los desplazamientos son
compatibles con los vinculos, con el agregado de una sutileza que pasaremos a analizar.

1) En el caso de la particula que se mueve libremente sobre una mesa (el vinculo es
z = 0), el desplazamiento compatible con el vinculo es 07 = (dx, dy, 0z = 0) = (dx, dy, 0).
Como la fuerza de vinculo es normal a la mesa, entonces no hace trabajo.

2) Consideremos dos bloques que se desplazan a lo largo de una recta horizontal (eje
x), unidos por una soga tensa de masa despreciable y longitud L. La soga establece un
vinculo holénomo y esclerénomo entre los bloques (fija la distancia entre los mismos:
xe — x1 = L), de manera que los desplazamientos de los bloques compatibles con los
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vinculos son iguales d7) = 675 = (dx,0,0). Por otro lado, las fuerzas de las sogas sobre
los bloques son iguales y opuestas. Cada una por separado realiza trabajo; pero, como
los desplazamientos son iguales, la suma de los trabajos de las fuerzas de la soga sobre
los bloques se anula. Ademas se anulan los trabajos de las fuerzas normales, como en el
ejemplo anterior.

3) Analicemos ahora nuestro primer ejemplo de vinculo reénomo, donde una particula
se mueve libremente sobre el piso de una cabina que asciende con velocidad V. El vinculo
es z =Vt , y el desplazamiento compatible con el vinculo es 07 = (dx,dy,dz =V dt) =
(6x,dy,V 6t). La fuerza de vinculo R es normal al piso: R=Rk= (0,0, R); su trabajo
ante un desplazamiento compatible con el vinculo es W = R-6F =RV 0t, que es
distinto de cero.

Podremos incluir los vinculos reénomos en el Principio de los trabajos virtuales si in-
troducimos los desplazamientos virtuales 67, que son desplazamientos compatibles
con los vinculos “a tiempo fijo” (es decir, con 6t = 0). En el caso anterior, el desplaza-
miento virtual serd 67V = (0x, 0y, V 0t)|si—0 = (0x,dy,0). Asi, el trabajo virtual de
R se anular como en el primer ejemplo.

La reformulacion de las leyes de la dinamica partird del Principio de los trabajos
virtuales, que afirma que la suma de los trabajos virtuales de las fuerzas de vinculo es
cero. En caso que los vinculos sean holonomos, llegaremos a n = 3N — m ecuaciones
dindmicas que reflejaran la evolucion de los n grados de libertad.

En la segunda ley de Newton reescribiremos la resultante de fuerzas F’z como F’Z + ﬁi,
para reservar el nombre de F; a la resultante de las fuerzas aplicadas sobre la masa m;,
mientras que R; sera la resultante de las fuerzas de vinculo sobre dicha masa. De esa
forrna escribiremos F + R m; d;. Si multiplicamos por los desplazamientos virtuales
67,V que cada particula puede realizar, y sumamos las N ecuaciones obtenemos

N

Z(ﬁ ]:f Zmz a; - o,V

=1

Valiéndonos del principio de trabajos virtuales, que dice que Zfil Ez o1V =0, resulta

N
Z E:mZ a; - or,"

Esta expresién se conoce como Principio de d’Alembert.
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4 Ecuaciones de Lagrange

4.1 Ecuaciones de Lagrange

En el Principio de d’Alembert las fuerzas de vinculo ﬁz han sido excluidas por apli-
cacion del Principio de los trabajos virtuales. Las fuerzas que permanecen en la expresion
son las fuerzas aplicadas (aquellas que se expresan en funcién de las posiciones y veloci-
dades de las particulas). Por otro lado, los desplazamientos 67" son desplazamientos
virtuales (a 0t = 0) compatibles con los vinculos.

Para entender el significado de esta expresién es esencial comprender que los desplaza-
mientos virtuales no son independientes, sino que estan sujetos a cumplir las ecuaciones
de vinculo a tiempo fijo. Porque si la igualdad fuera véalida para desplazamientos arbi-
trarios entonces se concluiria que los coeficientes de cada desplazamiento de un lado y
otro de la igualdad deben ser iguales. Es decir, se concluiria que F’l =m,; d; , lo cual es
falso porque lo verdadero es que E + é, =m; d; .

Para dar el siguiente paso, debemos darle forma a los desplazamientos virtuales com-
patibles con los vinculos. Si los vinculos son holénomos, entonces tendremos m relaciones
entre las coordenadas (y el tiempo) que permitirdan pasar de las 3N coordenadas origi-
nales a n = 3N — m coordenadas que podremos variar independientemente sin afectar
los vinculos. Equivalentemente, podemos introducir n coordenadas generalizadas g,
(= 1,...,n) que describan los grados de libertad a los que queda reducido el sistema
una vez que los vinculos son tenidos en cuenta. Es decir que las coordenadas g, pueden
ser variadas libre e independientemente sin afectar los vinculos.

Una vez elegido un conjunto de n coordenadas generalizadas g, para describir los
grados de libertad del sistema, escribiremos los N vectores posicion en funcién de las
q,’s (y de t, en caso que haya vinculos reénomos),

7:; = f;(qb 7QTlvt>

Los desplazamientos

" 97 0T
or; = ) —_—
T qu + ot

— ot
0qu

p=1

son automaticamente compatibles con los vinculos, pues sélo entran en juego las varia-
ciones de las coordenadas asociadas a los grados de libertad. Para que sean virtuales
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eliminamos el Ultimo término:

0T
7 =3 On
p=1 Oqu
Reemplazando en el Principio de d ’Alembert,

S5 (7-27)

pn=1 i=1 pn=1 i=

(mZ a; - 0 rl) dq, (4.1)
1

Vamos a trabajar con el miembro de la derecha para darle una forma més interesante.
Comencemos escribiendo

or; d or; L d (0T
z — 2. I 4.9
i oqu dt (UZ 8qu) vi dt (8%) (42)

d O <~ O
—»‘ - _{ t t — (3 KA -V
Uj dt T’L(QM( )’ ) at + ; aqy q

Si pensamos a las velocidades como funciones v; = ;(qy, d,,t), donde la tnica depen-
dencia en las velocidades generalizadas ¢, es la que se observa en el tltimo término,
entonces obtendremos que

Veamos que

dv; O
04, 0qu
Por otro lado, también podemos ver que
d (07 _ Ph N~ P
1. = + qv
dt \ dq, ot 0q, 4= 0qv 9qy

Dado que gy, ¢, en 0;(qgy, ., t) son variables independientes, entonces resulta que

d(9FY _ 0 (07 §~ 0T ) _ 00
dt \0q,) g, \ 0t &= 9q, ) Bg,

Reemplazando estos resultados en la ecuacién (4.2) llegamos a

g.om_d (., 0u) . 9u _1d oviy _ 194}
" 0q,  dt \" 9q, " 9q,  2dt \9q, 2 0q,

Por lo tanto
N

S i d @_i<8_T)_3_T
" Oq, dt \9q, dq,,
Por otro lado, llamaremos fuerza generalizada (), a

N

QMEZ ﬁzaf;

i=1 aq/‘
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(ndtese que el indice no alude a particulas sino a grados de libertad). Reemplazando en
la ecuacién (4.1) llegamos a

& d (0T oT
; (@ (@) _0_%_@“) 04 =0 (4.3)

Pero como los dg,, son arbitrarios e independientes, entonces concluimos que la igualdad
vale porque se anulan cada uno de los coeficientes de los dg,. Entonces obtenemos n
ecuaciones dinamicas que se escriben

d (0T orT
dt (8(]# ) aqu QM ILL 9 7n

Son tantas ecuaciones como grados de libertad, y no aparecen las fuerzas de vinculo.
Para usar estas ecuaciones es suficiente conocer la energia cinética del sistema como
una funcién de las coordenadas y velocidades generalizadas, T' = T'(q,, ¢,,t), calculada
en un sistema de referencia inercial. Estas son las ecuaciones de Lagrange (o de
Euler-Lagrange), aunque ese nombre suele reservarse al caso conservativo que veremos
enseguida. Notese que la forma de las ecuaciones es independiente del caracter de las
coordenadas generalizadas utilizadas (covariancia). Claro que para cada problema habra
coordenadas mas aptas, que otorguen una forma mas sencilla a la funcion 7', y de ese
modo faciliten la resolucion de las ecuaciones.

Las ecuaciones de Lagrange son ecuaciones diferenciales de segundo orden para las
funciones ¢, (t). Su resolucién permite obtener la evolucién del sistema fisico en el espacio
de configuracion. Cada soluciéon particular corresponde a un determinado conjunto de
valores iniciales para g, y q,.

Si las fuerzas aplicadas son conservativas, F, = —ﬁiv, las fuerzas generalizadas resul-
tan N
- or; oV
Q=-Y V.27~
SRR AL T 7

Entonces las fuerzas generalizadas pueden pasarse al primer miembro de las ecuaciones de
Lagrange y combinarse con el segundo término de las mismas para dar d(T' — V')/0q,, .
Pero como 0V/0¢, = 0, no cometemos error si V es incluido también en el primer
término; asi obtendremos las ecuaciones que mas usualmente se denominan ecuaciones
de Lagrange (o de Euler-Lagrange):

i a_L _8_L_0 =1 n
dt \ 9q, 8qu_ =

donde

L(gu, g, t) = T -V

es la funcién Lagrangiana del sistema fisico.
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Ejemplos

1) La oscilacién de un péndulo simple en un plano implica un tinico grado de libertad.
La coordenada méas apta para describir ese grado de libertad es el angulo 8 que va desde
la vertical hasta el hilo que sujeta la particula de masa m (pero también podriamos usar
la altura de la particula u otra coordenada equivalente).

El vinculo es holénomo y esclerénomo: la distancia de la particula al punto de sus-
pensién es igual a la longitud del hilo ¢ (involucra coordenadas en forma independiente
del tiempo), y, ademads, el movimiento esta restringido a ocurrir en un plano.

El vector velocidad es 7@ = £ 6 6, entonces la energia cinética es T = (1/2) m €2 62,

La energia potencial gravitatoria es V' = —mgl cos . Entonces el Lagrangiano es

. 1 .
L(6,0) = g m 7% 0* + mgl cos®
La (tinica) ecuacién de Lagrange queda asf:

%(m 2 0) +mgl sinf =0

es decir )
0+ % sinf =0

que es la ecuacién de movimiento del péndulo.

Para finalizar, utilicemos este mismo ejemplo para mencionar un aspecto de la fuerza
generalizada. Si bien en este ejemplo no fue necesario calcularla porque la sustituimos
por el conocimiento del potencial, veamos cuénto vale. La tinica fuerza aplicada es el peso
(ademés hay una fuerza de vinculo: la tensién del hilo). Entonces la fuerza generalizada
es

- Or . or . or
Q—F-%—mg-%——mg]-%
donde 97 9
r . A R ~ . ~
%:%(€S1H¢92—€COSQJ)——fCOS@Z—i—ESlH@]
Entonces

Q = —mgl sin 6
Podemos verificar que Q = —9V/00.

En este ejemplo la fuerza generalizada no es una fuerza sino un torque; es el torque
del peso respecto del punto de suspension del péndulo. Como vemos, el cardcter de la
fuerza generalizada depende del caracter de la coordenada generalizada g que utilicemos.

2) En el ejemplo de la particula enhebrada en el aro rotante (ver §3.2.3), los vinculos

son
r=VR?— 2% coswt , y=VR?— 22 sinwt
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4.1 Ecuaciones de Lagrange

La particula tiene entonces un grado de libertad. Una coordenada generalizada adecuada
para describir ese grado de libertad es el angulo 6 entre el eje de rotacion del aro y el
radio que une el centro del aro con la particula. Como z = Rcos#, la posicion de la
particula es

F:xi—l—yj—l—z/%:RsinH coswt 1+ R sinf Sinwtj—i-RCOSfo

Asi calculamos la velocidad

s dr _or or
T T ot Tee T T

cuyo modulo al cuadrado resulta
v? = R%w?sin? 0 4+ R20?

La energia potencial es
V =mgz =mg R cosf

y el Lagrangiano resulta

1 :
L= 5 m (R*w?sin? 0 + R*0*) —mg R cosf

Reemplazando en la ecuacién de Lagrange se obtiene la ecuacién dindmica para 6(t):
RO =w’R sinf cosf+ g sinf

Debe notarse que hemos trabajado desde un sistema inercial. En tal sistema se ve rotar
el aro, y los vinculos quedan como los hemos escrito. Asi se llegd a la forma de la
energia cinética, donde vemos un término debido a la contribucién de la rotacién w del
aro. Es igualmente posible trabajar en el sistema no inercial fijo al aro. En ese caso los
vinculos son distintos (corresponden a la situaciéon donde w = 0). La energia cinética
carecera del término asociado a w; pero en su lugar habra que agregar las fuerzas de
inercia, que entraran en la fuerza generalizada. De una forma o de la otra se obtendra la
misma ecuacién dindmica (la evolucién de 6 es independiente del caracter del sistema de
referencia). Notoriamente, la ecuacién dindmica iguala la aceleracion tangencial Rfala
suma de las componentes tangenciales del peso y la fuerza centrifuga —m 0 x (Q x 7).
La fuerza de vinculo es perpendicular al aro (la aceleracién tangencial no depende de
ella). Como en el sistema no inercial aparece también la fuerza de Coriolis —2m O x 77,
que es perpendicular al plano del aro, concluimos que la fuerza de vinculo tiene una
componente perpendicular al plano del aro para cancelar la fuerza de Coriolis (no hay
aceleracion perpendicular al plano del aro en el sistema no inercial). Esa componente
de la fuerza de vinculo realiza trabajo; pero el trabajo virtual es nulo pues se refiere
a desplazamientos compatibles con los vinculos a tiempo fijo. Por otro lado, es facil
verificar que la fuerza de Coriolis no contribuye a la fuerza generalizada en el sistema
no inercial.
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4.2 Vinculos anholénomos

Recordemos el Principio de d ’Alembert

Si algunos de los vinculos son anholénomos entonces no resulta posible reducir las co-
ordenadas generalizadas a un ntmero igual al de grados de libertad n. En ese caso, las
posiciones de las particulas se expresaran en funcion de M = n + m coordenadas g,
donde m es el nimero de vinculos anholénomos,*

Como las coordenadas g ya no estan asociadas a los grados de libertad, sus variaciones
compatibles con los vinculos no son independientes. Por lo tanto, los desplazamientos

virtuales
Z o 7”1
an

k=1

no resultan automaticamente compatibles con los vinculos, porque las coordenadas gy
todavia estan restringidas por los vinculos anholénomos. Esto significa que cuando
reemplacemos estos desplazamientos en el Principio de d "Alembert,

L& (5 0T L& a7,
zz(m. aq;) aqz:zz(mi %) 5qY .

k=1 i=1 k=1 i=1

aunque podamos trabajar cada miembro como lo hicimos en §4.1, y llegar al resultado
de la ecuacion (4.3),

M
d (0T oT
i i I 5a¥ =0 4.4
ya no obtendremos las ecuaciones de Lagrange porque los g/ no son independientes.

Consideraremos vinculos anholénomos que consistan en relaciones lineales entre dife-
renciales de las coordenadas,

M
Z Auk(g,t) dgi + Aulg,t) dt =0, a=1,..,m (4.5)

k=1

1. Si m = 0 volvemos al caso anterior, donde el nimero de coordenadas en uso es igual al nimero
de grados de libertad. Si todos los vinculos son anholénomos entonces es m = m = 3N — n, y resulta
M = 3N (es decir que no podemos reducir el nimero de coordenadas).
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4.2 Vinculos anholénomos

De modo que para desplazamientos virtuales tendremos:

M
Z Age 0q) =0, a=1,..,m (4.6)

La ecuacién (4.4) debe ser vista a la luz de los desplazamientos virtuales, que cumplen
las ecuaciones (4.6). Una forma de hacerlo es utilizar el método de los multiplicadores
de Lagrange. La idea es introducir m nuevas variables A,(¢) y combinarlas con las
ecuaciones (4.6) para formar una tnica ecuacion,

m

M
Z)\a (Z Aakaq;ﬁ/)zoa
a=1 k=1

que sumaremos a (4.4):

Ylajsor\ or 7
Z[E<_)_a_qk_Qk_Z;)\aAak

dqy =0
—1 g,

Ahora podriamos valernos de los m multiplicadores de Lagrange \,(t), y elegirlos de
tal forma de anular m términos de la suma sobre k; asi quedarian n términos no nulos
en la suma sobre k. Si bien los M = n + m desplazamientos virtuales dq; no son
independientes, n de ellos si pueden ser considerados independientes, pues n es el niimero
de grados de libertad. De esa forma seria licito afirmar que los n términos que quedan
en la suma deben anularse por separado, como hicimos en §4.1. En sintesis, por una
razon o por otra todos los términos de la suma se anulan por separado:

d (0T oT
— == =Q —1—2 A =1,...M
dt (&jk > ﬁqk k Aa Ak, K Y

(en un caso conservativo usaremos el Lagrangiano L). Pero aqui tenemos M ecuaciones
para M + m incognitas (M g’s junto con m A,’s). Estas ecuaciones deben resolverse
junto con las ecuaciones de vinculo (4.5) escritas en la forma

M
ZAak ) 4k + Aulg, t) =0, a=1,...,m
k=1

La conclusién es que en el caso de vinculos anholénomos no nos podemos librar de
resolver las fuerzas de vinculo asociadas. En efecto, debimos agregar nuevas incégnitas,
las m A,’s, que aparecen en las ecuaciones dindmicas jugando el papel de fuerzas genera-

lizadas de vinculo .
Pk = Z )\a Aak )
a=1
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junto con las propias ecuaciones de vinculo para poder resolver la dindmica del sistema.?

4.3 Vinculos holénomos vistos como anholénomos

Los vinculos holénomos pueden llevarse a la forma (4.5) por mera diferenciacién.
Esto puede ser 1til si se desea conocer las fuerzas de vinculo. Los vinculos holénomos
son relaciones entre las coordenadas generalizadas y el tiempo, que podemos escribir
genéricamente asi:

Galqr,t) =0, a=1,...,m

Si los diferenciamos resulta

3N
Z G qu+aGa dt=0,
—1 (9qk ot

donde identificamos las funciones Aq. v Aq

oG, G,

Aa = Aa = )
T Ogr ot

que deberemos utilizar en las fuerzas de vinculo generalizadas P, . Si usamos como
coordenadas generalizadas las componentes cartesianas de las posiciones 7; de las N
particulas, entonces

oG, G, 0G, 0G, 0G, 0G,

Aa - — ) ) ) ’ PRRES
g oqy, Ory " Oyp ~ Oz  Oxy’ Oyo

que podemos agrupar vectorialmente como

— —

Aai - vz Ga

Ahora bien, cuando las coordenadas generalizadas son las componentes cartesianas de las
posiciones de las particulas, las fuerzas generalizadas son las componentes cartesianas
de la fuerza sobre cada particula. En el caso de las fuerzas de vinculo generalizadas
obtendremos que

ﬁi = iAa A’Iai = i)\a 6iC7Ya
a=1 a=1

lo que muestra que cada vinculo G, genera sobre cada particula una fuerza normal al
mismo.

2. El método de los multiplicadores de Lagrange se aplica a la busqueda de extremos de una
funcién f(x1,...,z,) en el subespacio definido por los m vinculos g,(z1,...,2,) = 0, m < n. La
solucién se obtiene extremando la funcién de n + m variables F(x1, ..., Tn, A1, oo, Am) = (@1, .0, Tpn) +

Z;n:1 )\a ga(xla 7xn)
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4.3 Vinculos holénomos vistos como anholénomos

Ejemplos
1) Consideremos un movimiento plano de rodadura de un cilindro sobre una superficie
horizontal. Aunque en este caso el vinculo es integrable, lo expresaremos como

dXcy — R dO=0 = A = (1,—R)

El Lagrangiano es

1 . 1 ..
L:T—V:§MXgM+§IgAe/[ @2—Ct€
donde M y I 87]\6/1 son la masa del cilindro y su momento de inercia respecto del centro de

masa y la direccion del eje de rotacién. Las ecuaciones dindmicas son

d 0L 0L
— . — = M\NA
dt (aXCM> OXom o
d (0L 0L
22y 9% _ a4
ﬁ(w) a6 Ao
Xeny = RO
es decir, ) o ' .
M Xey =M, Igj]‘@ez—)\R, Xem =R

Como vemos, A es la componente = de la resultante de fuerzas (es la fuerza de rozamiento
estatico). La solucién es X (t) = Vour t+ Xowo 5 0(t) = (Vo /R) t+ 6, , A =0. De
modo que la fuerza de rozamiento estdtico se anula (en el caso horizontal el rozamiento
estatico sélo se necesita para establecer la rodadura).

2) Los vinculos de la particula enhebrada en el aro rotante mostrada en §3.2.3 son
xr=VR?— 2% coswt , y=VR?— 22 sinwt
que pueden combinarse para reescribirse en la siguiente forma:

Gy = x2+y2+22—R2:O
Gy = x sinwt—1y coswt =0

Podemos calcular el gradiente de los vinculos para conocer la direcciéon de las fuerzas
de vinculo respectivas (los médulos y sentidos se conocerdn resolviendo las ecuaciones
dindmicas y obteniendo los valores de A\;(t) y A2(?)):

VG = 22i+2yj+2: k=27

VGy = sinwti —coswt j
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(G1 implica una fuerza de vinculo radial, y G5 implica una fuerza de vinculo perpendicular
al plano del aro.

4.4 Potenciales dependientes de la velocidad

El caso de fuerzas conservativas no es el tnico donde el término de fuerzas genera-
lizadas puede incorporarse al Lagrangiano a través de un potencial. Podria ocurrir
también que exista un potencial dependiente de la velocidad U(q,,q,,t) tal que

d ([0U ou
=—|=—)-=— 4.7
En ese caso el Lagrangiano seria
L=T-U

Vamos a ver que el caso de una carga eléctrica e moviéndose en un campo electro-
magnético externo es de este tipo. Recordemos que los campos E, B se escriben en
funcion de los potenciales escalar y vectorial como

E=—-"--V¢, B=VxA
Veremos que la carga estd sujeta al potencial
U=ce(¢p—0-A)

Usando coordenadas cartesianas para describir la dindmica de la carga nos aseguramos
que las fuerzas generalizadas sean las componentes cartesianas de la fuerza sobre la
carga. Comencemos por la componente z :

d(oUy_oU_ A 06 0A
dt \ 0z or ¢ dt e@x cv T
donde A 94
:v: x _»._’A
@ o TUVA

El primer término de dA,/dt tiene en cuenta la variaciéon temporal del campo externo
A, (7, t) en cada posicién. El segundo término da cuenta de la variacién del campo porque
la particula se desplaza mientras transcurre el tiempo: 7-V = & 8/dz 41y /0y + 2 9/0z.
Debemos tener siempre presente que la derivada d/dt es una derivada a lo largo de la
evolucién del sistema. Entonces

d (OU\ 0U B - oA

32



4.4 Potenciales dependientes de la velocidad

donde aparece la componente = de la fuerza eléctrica. Veamos si el segundo término es
la componente x de la fuerza magnética:

oA 0A, = 0A, . 0A OA,
el — k +

VA =Y 5
v $+(9:E 8y‘7 0z +8x‘] ox

k=B.,j— B,k

Entonces

. - oA L -
U- (—VAQC%—E) =uv, B, —v, By = (U x B),

Lo que obtuvimos para la componente = puede replicarse para las otras componentes.
Finalmente, hemos demostrado que la fuerza de Lorentz se escribe como

d - .
= (Vs U) = Vs U

e (E+7x B)
donde V3 es una notacién para el operador vectorial cuyas componentes cartesianas
son las derivadas parciales respecto de las componentes cartesianas de la velocidad:
V. (90 0 )

7= :

Dz’ Doy v,

Siempre que usemos las componentes cartesianas de la posicion de la particula, las
fuerzas generalizadas son iguales a las componentes cartesianas de la resultante de las
fuerzas aplicadas sobre la particula. El resultado obtenido muestra que en el caso de la
fuerza de Lorentz las fuerzas generalizadas tienen la forma de la ecuacién (4.7).

Otro ejemplo importante es el de las fuerzas de inercia en los sistemas no inerciales,
segin resultan de la ecuacion (1.2). Las mismas se obtienen del potencial

— — 1 —
UG5 6) =m Ao -7 =m 5" (A7) = Jm | @]

que puede verse como la consecuencia directa de aplicar la relacién (1.1) al Lagrangiano.

Material histérico

J.L. Lagrange, Méchanique Analitique (1788).
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k862625/
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5 Principios variacionales

5.1 Calculo variacional

El célculo diferencial es la herramienta para encontrar maximos y minimos de funciones.
Pero hay otro tipo de problemas donde se buscan extremos o puntos estacionarios no de
funciones sino de integrales de funciones. Por ejemplo:

1) El problema de encontrar el camino de menor longitud sobre un plano para unir
dos puntos dados. En este caso habra que minimizar la integral

B rB
:/ \/da:Q—l—dy?:/ V1+y(x)? de
A TA

En este caso ([y(z)] depende de la funcién y(z) a través de una integral que involucra la
derivada de y(x). Debe tenerse en cuenta que la expresién para la longitud de una curva
depende de la geometria del espacio donde se traza la curva. Por ejemplo, la longitud
sobre una superficie esférica, escrita en términos de las coordenadas angulares usuales
en la esfera, tendria otra forma; la funcional ¢ (funcién de funcién) serfa diferente.

2) El problema de encontrar el camino del descenso més réapido entre dos puntos A
y B a distintas alturas y, que no estén sobre la misma vertical (x4 # zp). Este es el
problema de la braquistocrona, y fue estudiado por los hermanos Bernoulli en 1696. En
este caso queremos minimizar

At:/ABd / 122?, /29 y(@)

donde el denominador es v(y), tal como resulta de la conservacién de la energia mecédnica
E = 0. El tiempo que demanda recorrer un camino y(z) es una funcional de y(x):
At = At[y(z)]. Como vemos, una funcional se construye con una funcién y sus derivadas.

3) El Principio de Fermat de la éptica geométrica (1679), que dice que el recorrido
del rayo extremiza el camino 6ptico definido como ff n d¢. El indice de refraccién, que
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se relaciona con la velocidad de fase (n = ¢/vy), depende del camino del rayo a través
de las propiedades del medio donde la luz se propaga.

La rama de las matematicas que se ocupa del problema de extremar funcionales es
el calculo variacional, y fue fundada por Euler en 1733.

Vamos a ver el método general para extremar (o hacer estacionaria) una funcional de
la forma

Mientras que en el célculo diferencial extremamos una funcién f(x) buscando el punto =
donde una variacién x — x+d0x no afecte la funcién a primer orden (§f = 0), en el calculo
variacional debemos variar la funcién y, y(x) — y(x) + dy(z), en busca de la funcién
y(x) cuya variacién no afecte la integral I[y(z)] al primer orden en dy. Normalmente
la variacion dy(x) estd sujeta a condiciones de contorno; en nuestro caso, trabajaremos
con variaciones que se anulan en los extremos de integracion:

0y(ra) = 0 = 0y(rp)

Entonces, las variaciones serdn del tipo que se muestra en la Figura:!

) Sy
Ya

7 a

W X3

1. La variacién dy(z) de una funcién y(z) no debe confundirse con su diferencial: dy = y'(z) dz. La
variacién dy toma valores infinitesimales arbitrarios en cada z (salvo en los extremos, en nuestro caso).
En cambio el diferencial dy estd determinado por la derivada de la propia funcién y.
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5.1 Calculo variacional

Notese en la Figura que la variacién de y también produce una variacion de su derivada
en cada valor de z:
dy(x) _ d

5 = (o) + by(e) — BT = Ly o)

Asi, el cambio del valor de la integral I[y(x)] debido a la variacién de la funcién y(z) es

ol = I[y+5y]—f[y]=/ [F(y+dy, ¥y + 0y, ) — Fly, v, )] dx

zA
B QF oF B [QF oF d
= —5y+—/5y'} dm:/ [—53/ +—/—5y] dzx |
/ZA {33/ dy ea LOY Y dx

donde reemplazamos el valor de dy’ en la tltima integral. Precisamente en ese término
podemos hacer una integracion por partes,

T oF  d (OF or B
b [T (Y] iy [2F )
ex LOy  dx \0y dy

TA

Pero el término de borde se anula por la condicién de contorno dy(x4) = 0 = dy(xp).

Entonces queda
TB1OF d [(OF
ol = / [— - — (—ﬂ dy(x) dx
o LOy  dx \ Oy

Para que la integral I sea estacionaria (0 = 0) ante variaciones infinitesimales arbitrarias
dy(z), la funcién y(z) debe ser entonces aquella que anula el integrando:

d(oFN _oF
dz \ Oy dy

Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden que implica dos condiciones de con-
torno a ser fijadas para obtener una solucién particular. En nuestro caso las condi-
ciones de contorno fueron fijadas al momento de hacer la variacién como y(x4) = ya,

y(iUB) = YB-

Este método del calculo variacional se replica para funcionales que dependen de n
funciones y sus primeras derivadas.? Como vemos, la ecuacién obtenida es una ecuacién

2. El método se extiende facilmente para funcionales que dependan de derivadas de orden superior,
con el agregado de las condiciones de contorno necesarias.
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de Euler-Lagrange. Esto significa que las leyes de la Mecanica Analitica de Lagrange
pueden verse como el resultado de un calculo de variaciones. Entonces podriamos decir
que las leyes de la Dindmica provienen de un principio variacional.

5.2 Principio de Hamilton

Los sistemas holénomos conservativos (o con potenciales dependientes de la velocidad
como el que ya hemos visto) evolucionan de tal manera de hacer estacionaria la funcional
accion

S0 = [ Do)

t1

entre configuraciones inicial y final fijas. Este es el Principio de Hamilton (a veces
llamado Principio de minima accion). En efecto, el enunciado implica que la evolucién
del sistema satisfard las ecuaciones de Euler-Lagrange

i 8_L _a_L_() =1 n
dt aqu aqu - ) /’[/7 VAR

Alternativamente, podriamos trabajar con 3N coordenadas gy, junto con los m vinculos
holénomos G, (g, t), v los respectivos multiplicadores de Lagrange A,. Entonces, par-
tiendo de la accion

S[Qk(t)v)‘a(t>] = /tt2 <L(Qk >Qk >t) +Z)\a Ga(Qkat)> dt )

a=1

la variacién de las funciones qx(t), \,(t) conduciria a las 3N 4+ m ecuaciones

d (OL OL . 0G,
JE— —_— — )\a— g 0, kzl,,gN
dt (an) Aqp, ; gy,

Galqr,t) = 0, a=1,...m

que son las ecuaciones que se obtuvieron cuando reintrodujimos las fuerzas de vinculo
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.

La covariancia de las ecuaciones de Euler-Lagrange (el hecho que poseen una forma
independiente de las coordenadas que se utilicen) no hace sino reflejar la invariancia de
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5.2 Principio de Hamilton

la accién ante cambios de coordenadas generalizadas, ¢, — ¢, = ¢,(q1, -+, ¢n, t) (también
llamadas transformaciones de punto o de contacto). En efecto, las ecuaciones de Euler-
Lagrange provienen de hacer estacionaria la integral del Lagrangiano con respecto al
tiempo. Pero el valor de esa integral es independiente de las coordenadas generalizadas
que se utilicen para describir la configuracién del sistema (es decir, el valor del integrando
L =T —V no cambia frente a cambios de coordenadas generalizadas).

Notese que el resultado del Principio variacional de Hamilton no se altera si agregamos
al Lagrangiano L la derivada temporal de una funcién arbitraria M (g, t):

dM
L —L+—
— L+ 7t

En tal caso la accion cambia por términos de borde:
S — S+ M ’t:tg - M |t=t1

Los términos de borde no molestan porque el Principio involucra variaciones a extremos
fijos,
6M |t:t2 - 0 == (SM ‘t:tl

Por lo tanto esos términos no contribuyen a la variacién, ni tampoco aparecen en las
ecuaciones de movimiento.

Veamos un ejemplo de esta situacién. En §4.4 vimos que el Lagrangiano de una carga
e en un campo electromagnético externo es L =T — U donde

—,

U=e(p—7-A)

y @, A son los potenciales escalar y vectorial:

Como sabemos, los potenciales estan definidos a menos de una transformacion de gauge:
of

ot

Ante una transformacion de gauge, el potencial U en el Lagrangiano cambia segin

U—U-—e (gﬂwﬁf) - ¥

/Y—>ff+ﬁf, O — ¢ —

ot dt

Por lo tanto, el Lagrangiano cambia por una derivada temporal total, que no afecta el
resultado de las ecuaciones dindmicas. Esto es lo esperado, pues la dinamica de la carga
depende de F y B, que son invariantes de gauge.
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Para finalizar, consideremos el cambio de la energia cinética de un sistema de particulas
ante una transformacion de Galileo. En §1.4 vimos que

L1
T'= T—MVCM-V+§MV2,

que podemos escribir como

T' = T—l—i(—M J§0MV+1M V2t)
dt 2

Por otra parte, las distancias no cambian ante transformaciones de Galileo; de modo
que los potenciales que dependan de distancias no seran afectados. Esto significa que los
Lagrangianos de la Mecéanica Clasica evaluados en dos sistemas de referencia inerciales
distintos (en un caso serd L = T — V, y en el otro serd L' = T/ — V) difieren en
una derivada total. Entonces, si la accion que corresponde al primer sistema inercial
es estacionaria, también lo sera la accién que corresponde al otro sistema inercial. La
misma evolucion del sistema que hace estacionaria la acciéon en un sistema inercial, lo
hara también en cualquier otro sistema inercial. Esta conclusién no es otra cosa que el
Principio de relatividad ante transformaciones de Galileo.

5.2.1 ;Maximo o minimo?

La anulacion de la variacién de la accién a primer orden sélo dice que la accién es
estacionaria sobre la evolucién real del sistema. Para saber si estamos ante un maximo
o un minimo deberfamos analizar la variaciéon al siguiente orden. Analicemos dos casos
simples:

Movimiento unidimensional de la particula libre

Sea z(t) la evolucién real de la particula libre, es decir el movimiento rectilineo uni-
forme. Si variamos este movimiento, Z(t) — Z(t) + dx(¢), el Lagrangiano evaluado sobre
la evolucién variada resulta

1 1 1 1
L=-mi*=-m @+6i)>==mv*+ mvdi+ - m i’
2 2 2 2
Por tratarse de una variacion a partir de la evolucién real, sabemos que la accién no
sufrird cambios a primer orden (siempre que la variacién se anule en los bordes: dz(t1) =
0 = dz(t2)). A segundo orden el cambio es

to
5252%/ §i2 dt > 0
t

1

Por lo tanto, la accion evaluada sobre la evolucion real es un minimo. El mismo resultado
se obtiene para potenciales lineales, como el potencial gravitatorio en la vecindad de la
superficie terrestre.
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5.2 Principio de Hamilton

Movimiento oscilatorio armoénico unidimensional
En este caso, el Lagrangiano evaluado sobre una variacion de la evolucién real queda

1 1 1 1
= —_— .2__ 2—_ m ‘2__ T 2
L—Qm:c Qkx—zm(v—i—&z:) 2k(x+5.tc)

y la variaciéon de la accion al segundo orden es

271 1 m [*
5252/ —m éi* — = k d2° dt:—/ (6i° — w? 6z%) dt
4\ 2 2 2 Jy
Para juzgar el signo de §%S escojamos una variacién dz(t) sencilla,
dz(t) = € sin [w(t — t1)]
donde € es un pardmetro infinitesimal, y w es la frecuencia de la variacién (distinta de

la frecuencia propia w, = \/k/m del oscilador). Luego es

di(t) = %53: =ew cos|w(t—t)]

Para que se cumpla la condicién de contorno
dx(ty) =0 = 0x(ts)

tomaremos w = 27 /(ty — t1). Por lo tanto

2

m26 /: (w? cos® [w(t —t1)] — w? sin® [w(t —t1)]) dt = = (@ — W)

528 =

donde vemos que el signo de §2S puede ser tanto positivo como negativo, quedando en
este caso supeditado a la relacién entre el intervalo de integracién to — t; = 27/w y el
periodo del oscilador.

Como ejercicio, considérese el signo de §%S para la variacién dx(t) = e(t — to)(t — t1),
donde € es un parametro infinitesimal.

Bibliografia adicional
C. Lanczos, The Variational Principles of Mechanics, Dover.

W. Yourgrau y S. Mandelstam, Variational Principles in Dynamics and Quantum Theory, Dover.
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6 Simetria y Conservacion. Teoremas
de Noether

6.1 Coordenadas ciclicas

Supongamos que el Lagrangiano de un sistema fisico, L(q,,q,,t) no depende de una
determinada coordenada generalizada (pero depende de la respectiva velocidad generali-
zada). Diremos que esa coordenada es ciclica. Para fijar ideas, sea ¢; la coordenada
ciclica. ;Qué implicaria para la evolucion del sistema? Si tomamos la ecuacion de
Lagrange correspondiente a = 1 tendremos:

a(ory_,
dt \9¢ )

pues OL/Jq; = 0. Entonces obtenemos una ley de conservacién:

oL

—— = constante
oq

Serd util definir el momento canénicamente conjugado a g, :

Si una coordenada es ciclica en el Lagrangiano, entonces se conserva su momento con-
jugado.

Las cantidades conservadas son primeras integrales de las ecuaciones de movimiento
(combinaciones de las coordenadas y las velocidades). Su conocimiento previo ayuda a
la integracién de las ecuaciones.

Ejemplo

El Lagrangiano de una particula libre es L = (m/2)(i? + 9 + 2?); por lo tanto ,
y, z son ciclicas. Entonces la evoluciéon de una particula libre conserva los valores de
Py = M , py = my , p, = mz , que resultan ser las componentes de la cantidad de
movimiento de la particula.
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Nota. No siempre la relacién entre momentos conjugados y las cantidades de movimien-
to resulta tan directa como en el ejemplo anterior; eso depende de las coordenadas
generalizadas que se utilicen. Mas aun, si las velocidades participan en los potenciales
entonces el momento conjugado recibira contribuciones no sélo de la energia cinética sino
también del potencial. Asi, por ejemplo, para una carga e en un campo electromagnético
externo, cuyo Lagrangiano es L = (m/2) v- U —e(¢p — U+ ff) los momentos conjugados a
x, Y, Z son

Pe=mT+eA,, py=my+eA,, p.=mi+eA,

En consecuencia, los momentos conjugados resultan depender del gauge que se elija para
el campo externo.

Por ejemplo, si el campo externo es un campo eléctrico uniforme E=Fi podriamos
usar el gauge ¢ = —F z, A= 0, tanto como ¢ = 0, A=—-Eti (recordemos que
E = —ﬁgb — E)ff/ Ot). En el primer caso la coordenada = no es ciclica, pues aparece en
el potencial; entonces concluimos que no se conserva p, = m & (pues hay aceleracién
en la direccién del campo). En el segundo caso z es ciclica; entonces se conserva p, =
m z—ekF t, que es una primera integral de movimiento. Integramos una vez, y obtenemos
z(t) = 2, + (po/m)t + (eE/m)t? /2.

6.2 Simetria y conservacion

El caso de la coordenada ciclica es un ejemplo trivial de la relacion entre simetria
y conservacion. La existencia de una coordenada ciclica ¢ implica una simetria del
Lagrangiano: L no cambia ante la transformacién

q(t) = q(t) + €

donde € es una constante. En efecto, la transformacion no altera el valor de L pues, por
un lado, ¢ no participa en L, y por el otro lado ¢(t) no cambia porque € es constante.
Esta simetria de L vale para cualquier evolucién ¢(t), cumpla o no con las ecuaciones de
Lagrange. En cambio, la conservacion de p, que se deriva de la simetria en cuestion,
significa que p se mantiene constante a lo largo de la evoluciéon real del sistema fisico
(aquella evolucién ¢(t) que satisface las ecuaciones de Lagrange).

6.3 Teorema de Noether

En 1918 Emmy Noether public6 dos teoremas acerca de la relaciéon entre simetria y
conservacion en el contexto de las teorias de campos. Estos teoremas constituyen una
piedra angular de la Fisica del siglo XX. Nosotros veremos aqui una version del primer
teorema adaptada al contexto de la Mecéanica, y haremos alguna referencia al segundo
teorema.
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6.3 Teorema de Noether

La relacién entre simetria y conservacion que surge de la existencia de coordenadas
ciclicas es un aspecto muy parcial de esa relacién, que mostrada de esa forma resulta
fuertemente dependiente de las coordenadas generalizadas elegidas. Por ejemplo, el
Lagrangiano de particula libre en coordenadas cilindricas, L = (m/2)(p? + p20% + 2),
exhibe solo dos coordenadas ciclicas mientras que las tres coordenadas cartesianas de
una particula libre son ciclicas. Entonces, trataremos de enfocar la cuestién de fondo,
en una forma que no dependa de las coordenadas generalizadas que se elijan.

Como sabemos, la acciéon S[q,(t)] es estacionaria sobre la evolucién especifica que
satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange, sujeta a valores dados de las coordenadas en
t1 y to. Esto significa que una variacién arbitraria dq(t) de esta solucién, sin variacién
en los extremos, no produce cambios de la accién a primer orden (S = 0). Por otro
lado, la accién posee una simetria si su valor sobre evoluciones arbitrarias es invariante
(no cambia) ante ciertas variaciones especificas d5q(t).

Para que d5q,(t) sea una simetria del Lagrangiano (y, por lo tanto, de la accién) hace
falta que 0,L = 0 sobre evoluciones arbitrarias. Podemos ampliar esta definicion de
simetria permitiendo que d,L sea igual a una derivada temporal total. En ese caso la
accién cambia por términos de borde que no afectan las ecuaciones dindmicas (tendremos
una simetria de las ecuaciones). Entonces la situacién de simetria mas general es que

exista una transformacién especifica d,q,(t) tal que
de
5. L = — 6.1
o (6.1)

para alguna funcién (q,t). Para simetrias continuas, que se pueden descomponer en
una sucesion de transformaciones infinitesimales como ocurre con las traslaciones y las
rotaciones,! d,L se escribe como

"L /0L oL "\ /0L oL d
65[1 - <_ (ssq + 5sq ) = <_ 5sq + — _5sq )
; g, " 0g, M ; oq, "~ 0q, dt M

Entonces 6,q,(t) es una simetria si

zn: OL o L OL d, \_d
2\ g, T 04, ™M) "

Veamos qué sucede cuando este resultado se aplica sobre las ecuaciones de movimiento,
donde vale que 0L/dq,, = d(0L/0q,)/dt. Reemplazando se obtiene que

d [~ 0L
— o 0sqy — 6) =0
dt (ul Oqu

Es decir que a lo largo de la evolucién real del sistema fisico se conserva la cantidad

Qg 4,t) =Y pu sy — €
pn=1

1. A diferencia de las transformaciones discretas como, por ejemplo, ¢ — —gq.
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Veremos dos ejemplos importantes que involucran un sistema aislado de particulas
que interactian a través de potenciales que dependen de las distancias entre las mismas.
En ese caso el Lagrangiano del sistema sera invariante ante traslaciones y rotaciones:

1) Traslacién. En una traslacién los vectores posicién 7; sufren un mismo desplaza-
miento ¢ fijo (independiente del tiempo): 7; — 7; + £. Por lo tanto las velocidades #; no
cambian:

587:; = 5 > = 6587, =0
Para su uso en las ecuaciones previas, & debe verse como un desplazamiento infinitesimal.
La traslacion es una simetria del Lagrangiano del sistema aislado porque no afecta
la energia cinética (las velocidades no cambian) ni tampoco la energia potencial (las
distancias entre particulas no cambian).

2) Rotacién. En una rotacién de angulo fijo todas las posiciones y velocidades
cambian de direccién en la misma forma. Pero esto no afecta ni los médulos de las
velocidades, que entran en la energia cinética, ni las distancias entre particulas. Por lo
tanto la rotacion es una simetria del Lagrangiano de un sistema aislado. Una rotacién
de dngulo infinitesimal d« fijo (independiente de t) se escribe

0575 = 000 X T, = 0sU; = 0 X U;

donde dd tiene la direccién del eje de rotacion (véase la rotacién infinitesimal de un
versor en §1.1).

Esta claro que un campo externo romperia total o parcialmente estas simetrias, porque
estableceria direcciones privilegiadas en el espacio, y los distintos puntos del espacio se
distinguirian por el valor del potencial externo. Pero las simetrias ante traslaciones y
rotaciones que caracterizan los sistemas aislados no son tan sélo una consecuencia de
la ausencia de campos externos, sino de la homogeneidad e isotropia atribuidas al
espacio fisico en la Mecénica Clésica (aceptamos que el espacio fisico cumple los axiomas
de la geometria plana de Euclides). Por lo tanto, las leyes de conservacién que vamos a
obtener pueden verse como una consecuencia de la homogeneidad e isotropia del espacio.
Todo sistema fisico aislado en un espacio isétropo y homogéneo poseera seis primeras
integrales de movimiento provenientes de las simetrias del espacio.?

Veamos cuales son las respectivas magnitudes conservadas. Destaquemos que estas
transformaciones de simetria son invariancias del Lagrangiano (0, = 0). Por lo tanto es
. . n
e = 0 en ambos casos, y las magnitudes conservadas tienen la forma @) = Zuzl Dy OG-
Si usamos como coordenadas generalizadas las componentes cartesianas de las posiciones
de las particulas tendremos

N
Q=Y mii- &
i=1

2. Un sistema de cargas eléctricas no puede considerarse aislado porque emite radiaciéon electro-
magnética que transporta energia y cantidad de movimiento.
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6.4 Conservacion asociada a la homogeneidad del tiempo.

1) Traslacién.
N
Q=) mi;- £=P-¢
i=1

Como £ es arbitrario y constante en el tiempo, concluimos que las magnitudes conser-
vadas son las componentes de la cantidad de movimiento total; es decir, se conserva el
vector P.

2) Rotacién.

(7 X m0;) = 0l - L,

O
I
]
E
S
E
X
3
||
Ql
i M >

donde usamos la propiedad ciclica del producto mixto. Como & es arbitrario y constante
en el tiempo, concluimos que las magnitudes conservadas son las tres componentes del
momento angular total; es decir, se conserva el vector L, (en este caso O es el origen de
coordenadas, pero podria ser cualquier punto fijo del sistema de referencia).

Asi, las conservaciones de la cantidad de movimiento total y el momento angular total
de sistemas aislados pueden verse como una consecuencia de la homogeneidad e isotropia
del espacio.

6.4 Conservacion asociada a la homogeneidad del
tiempo.

Los sistemas cuyos Lagrangianos no dependen explicitamente del tiempo dan lugar a
un teorema de conservacion. Calculemos la derivada temporal de L:

dL 0L N Z oL . i oL .
dt ot —~ dqp G D4, G
Sobre la evolucién real del sistema vale que dL/0q, = d(0L/dq,)/dt. Entonces

dL. 0L <~ d [(0L .
=5 2 (i )

es decir,
aH _ oL
a ot
donde hemos definido .
H=> p.gu—L
p=1
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Si L no depende explicitamente del tiempo es L /0t = 0, y se obtiene que H se conserva.

La simetria involucrada en la conservacién de H es la traslacion temporal. Es una
simetria propia de cualquier sistema donde las interacciones (internas y externas) no
dependan del tiempo. En ese caso L no dependera explicitamente de ¢, y tendremos que
si gu(t) resuelve las ecuaciones de Euler-Lagrange entonces g,(t + €) también sera una
solucién (e es una constante). En otras palabras, si las interacciones no dependen del
tiempo entonces el resultado de un experimento realizado hoy no cambiaria si el mismo
experimento se realizara dentro de cientos de millones de anos. Pero esto es también
consecuencia de la homogeneidad que atribuimos al tiempo de la Mecanica Clasica.
La naturaleza atribuida al espacio y el tiempo en la Mecanica Clasica son decisivos en
los teoremas de conservacién de 13, L y H.

6.4.1 ;Cuando coincide H con la energia mecanica E?

En varios casos de interés resulta H = E. Sea un sistema con vinculos holénomos y
escleronomos. Entonces

L 7 drz - 07’2
7 = Ti(qy) = ‘ Z 90
p=1 q“

(pues Or; /0t = 0). Entonces v? = ¥; - ; serd una funcién cuadritica y homogénea de las
velocidades generalizadas, y otro tanto sucederd con la energia cinética 7. En ese caso
vale que
" oT

Z aa. G = 2T

=1
Si ademas V' no depende de las velocidades generalizadas, entonces p, = 0L/0q, =
0T'/0q,. Entonces H resulta ser

~ N
H:Zpuq“—L:Za—quqM—L:2T—L:T—{—V:E
=1 pn=1

Ejemplo

Veamos un ejemplo donde H no coincide con E. En el problema del elevador que
asciende con velocidad constante V', el vinculo es z = V't (ver §3.2.3). El Lagrangiano
es

m .o .2 2
L:;(w + 9y + V) —mgVt

3. T=3%,%,Muw(q) du ¢ donde my,(q) = Zivl m; g;l . %'
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6.5 Segundo teorema de Noether. Simetrias de gauge

Notese que la energia cinética no es cuadratica y homogénea en las velocidades generali-
zadas x, y debido a que el vinculo es reénomo. H es igual a

H = Zpuqﬂ—L:mx T+ my y—E(x2+y2+V2)+mth
pn=1
m..a .2 2
= 5(x +y" =V +mgVt#FE

Como L depende explicitamente de t, entonces H no se conserva. En este caso tampoco
se conserva F, porque la fuerza de vinculo realiza trabajo.

6.5 Segundo teorema de Noether. Simetrias de gauge

Cuando la simetria del Lagrangiano no es “rigida” sino que contiene funciones arbi-
trarias del tiempo, resultaran otras propiedades. Por ejemplo, consideremos un sistema
descripto por coordenadas ¢, g2 cuyo Lagrangiano es

1
L==(4 —q))>
2(611 CJ2)

que posee la simetria
dsq1 = E(t) ) 0sGa = é(t)

donde ahora €(t) no es una constante sino que es una funcion arbitraria. Esto es un
aspecto tipico de las simetrias de gauge.
Las ecuaciones de Lagrange de este sistema son

d .
E(QI_QQ) =0

(G1—q2) = 0

Estas ecuaciones de movimiento no son independientes. Por lo tanto no alcanzan para
determinar la evolucién de las dos variables dinamicas; la solucion general contiene una
funcién arbitraria:

@(t) = f(t) q@2(t) = f(t)

que puede ser fijada mediante una “eleccién de gauge”.*

Otro aspecto tipico de este tipo de sistema es que las coordenadas y momentos no
pueden ser elegidos libremente para caracterizar el estado inicial del sistema. En nuestro

4. Como la dindmica de ¢; estd contenida en la ecuacién para ¢ (la ecuacién dindmica para g; no
agrega nueva informacién), lo correcto es fijar el gauge eligiendo ¢;. Esta fijacién de gauge puede hacerse
a nivel del Lagrangiano.
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ejemplo resulta que psy es idénticamente nulo. Esto es un vinculo sobre los momentos,
que evidencia otra vez que los dos grados de libertad q; y ¢o estan ligados entre si.
Ademas, las ecuaciones del ejemplo dicen que p; = ¢; — g2 no puede valer otra cosa que
cero. En sintesis, las simetrias de gauge conducen a relaciones entre las ecuaciones de
movimiento (también puede haberlas con las derivadas de las ecuaciones de movimiento),
que implican libertades de gauge para algunos grados de libertad. El segundo teorema
de Noether se ocupa de las teorfas de campo que poseen este tipo de comportamiento.’

Bibliografia adicional

E. Noether, Invariante Variationsprobleme, Nachr. d. Konig. Gesellsch. d. Wiss. zu Gottingen,
Math-phys. Klasse, 235-257 (1918).
Traducido al inglés en arxiv.org/pdf/physics/0503066v1.pdf

M. Banados e 1. Reyes, A short review on Noether’s theorems, gauge symmetries and boundary terms,
IJMP D 25 (10) 1630021 (2016). arxiv.org/pdf/1601.03616.pdf

5. Las ecuaciones de Maxwell para los cuatro potenciales ¢, A pueden obtenerse de una accién S|[g, ff]
que posee sunetrla de gauge. Asi resultan cuatro ecuaciones que dicen que los campos C,=V-E v
Ch=VxB— fo€o OF /0t se anulan en ausencia de fuentes. Estos campos estdn ligados por la identidad
oo 3C1 /ot + V- CQ = 0. En consecuencia las ecuaciones dindmicas no determinan completamente
los potenciales (los potenciales poseen “libertades de gauge”). Cuando existen fuentes, esta identidad
impone la ecuaciéon de continuidad para las fuentes.
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7 Sistema de dos cuerpos. Fuerzas
centrales. Problema de Kepler

7.1 Sistema de dos cuerpos

Consideremos un sistema aislado de dos cuerpos que interactiian a través de un potencial
dependiente de la distancia entre los mismos,

1 1
L:§m1vf+§m2v§ = V(|r)
donde
FE _’1—7_’»2

Como el sistema estd aislado podemos escoger un sistema de referencia inercial con
origen en el C'M. En ese sistema de referencia vale que

mq 7?1+m27?2:0

Podemos usar las dos ltimas ecuaciones para resolver 7| y 75 en funcién de 7 :

- mo 77‘ - my 'I?
mi + Mo my + Mo
Por lo tanto . )
- my T 5 my T
U1 = ) Vo2 = —
mi + Mo mi + Mo

Reemplazando en el Lagrangiano,

1 m3 11?1 m? |i? IR
L= — e rr _ I T S B vV I 2 14
2 my (ml +m2>2 + 2 ma (ml +m2)2 (’FI) 9 2 ‘ﬂ (|FD
donde
_ i my
omy + me

es la masa reducida del sistema. Esto muestra que la dindmica del sistema de dos
particulas se obtiene del estudio de una tnica particula de masa p en presencia de un
campo central V(r) (r = |7]; la fuerza F' = —VV = —dV/dr  es radial respecto del
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origen de coordenadas). Resolviendo la evolucién 7(t) de la particula p reconstruiremos
las evoluciones de m; y my mediante las ecuaciones (7.1).

En un campo central no hay torque respecto del origen de coordenadas O. Por lo
tanto se conserva el momento angular respecto de O. En particular, la conservacion de
la direccion de Lo implica que el movimiento se realiza en el plano perpendicular a L.
Describiremos la posicién de la particula ¢ mediante coordenadas polares en ese plano,
de modo que

L od o :
r=— (rr)=rr+re¢¢
y el Lagrangiano queda

1
L=gu(@+r2¢’) —V(r)

Como la coordenada ¢ es ciclica, entonces se conserva

oL ,
sza—¢zﬂr ¥

que es el modulo del momento angular.

7.2 Segunda Ley de Kepler

En la Figura podemos ver que el area infinitesimal barrida por el vector posicién es

i

infinitesimal

r2 do

dA = % base X altura = —;

La “velocidad areolar” es

dA  r? .
—z;gpz—:const.

Dy

t 2

Es decir que la conservacién de p, implica que la velocidad areolar es constante, que es
la Segunda Ley de Kepler (la particula barre areas iguales en tiempos iguales).
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7.3 Integracion

7.3 Integracion

La constante de movimiento p,, serd llamada ¢ en alusién al momento angular:
(=pr®ep (7.2)

Ademads se conserva la energia mecanica

E=_pu(+r2¢*) +V(r)

1
2

Podemos utilizar la conservacion del momento angular para reemplazar ¢ en la expresion

de E: !

1 ”
E=—pui?
g Mg

+V(r) (7.3)

Asi obtenemos una relacion entre 7 y r que puede ser integrada,

t(r) r ,
LL ﬁ:i[;¢ﬂE_ivﬂ—

para obtener la evolucién radial r(t) (el signo negativo se usa para integrar en los tramos
donde dr/dt < 0). Conocida la funcién r(t) se reemplazaria en (7.2) para obtener o(t)
mediante una integracion. De esa forma, el problema del movimiento de la particula p
estaria resuelto.

2
1272

Si en lugar de la evolucién temporal nos interesa la trayectoria orbital (¢ # 0), es decir
la funcién ¢(r), podemos reemplazar en (7.3)

dr . dr /¢

7 —

Tdp T dp

donde usamos (7.2). Asf la integracion resulta?

o(r) T dr
/ dp — + / (7.4)
o ro \/2,u€—2 [E—V(r)] rt—r2

1. No seria correcto reemplazar ¢ en el Lagrangiano, y derivarlo luego para obtener la dindmica radial,
pues reemplazar una relacién entre coordenadas y velocidades altera la forma funcional del Lagrangiano
y, con ello, las ecuaciones dinamicas. Las constantes de movimiento resultan de una primera integracion
de las ecuaciones de movimiento; una vez obtenidas, podemos combinarlas para terminar de integrar el
problema.

2. Las integrales elipticas tienen la forma [ R(z, P(z)'/?) dz donde R es una funcién racional de sus
argumentos, y P(x) es un polinomio en z de grado 3 o 4. La integral en (7.4) es eliptica si V(r) = r™
con -4 <n <2
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7.4 Potencial efectivo

En la expresién (7.3) para E vemos que el término asociado a ¢, que proviene del
movimiento orbital, podria pensarse como una contribucién al potencial. Podriamos
decir que la energia E exhibe un potencial efectivo

€2
2412

‘/efec = V(T’) +

El término orbital se llama potencial centrifugo, pues de él se obtiene la fuerza

centrifuga,
. 52 52 . Iu2 7,4 ¢2 . P
_V(Ql““?):l““gr: pors oaTET

La energfa mecénica escrita como E = p 12/2 + V,s..(r) tiene la forma de la energfa de
un movimiento unidimensional en un potencial V,f..(r). Asi, el movimiento radial de la
particula p podria entenderse en términos de este potencial.

Por ejemplo, si la particula orbita (¢ # 0) en un campo gravitatorio el potencial
efectivo sera como el que muestra la Figura:

0.5

e V centrifugo

V efectivo

-0.5

E<0

V gravitatorio

Si £ > 0 el radio evolucionara entre un ry;, y r = oo (movimiento no ligado). En
cambio, si F < 0 el movimiento radial quedara confinado entre un radio minimo r,,;, y un
radio maximo 7,y (movimiento ligado). Los “puntos de retorno” del potencial efectivo
no significan que el movimiento se detiene, pues la particula contintia su movimiento
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7.4 Potencial efectivo

orbital para conservar el momento angular. Significan que el crecimiento o decrecimiento
del radio se detiene (7 = 0); pero el dngulo sigue avanzando.?

En el plano orbital, los movimientos ligados y no ligados se ven como en la siguiente
Figura:

Movimiento no ligado Movimiento ligado

En el caso ligado la orbita se cerrara o no dependiendo del tipo de potencial. En efecto,
el dangulo barrido mientras la particula va desde ryax & rmin y vuelve a rp.x es (ver (7.4))

dr

Tmax
) /
2 Tmin \/2M(E—V) 74
72

dr

/Trmn /Tmax
Tmax \/QM E V Tmin \/QM(E V)

—r —7r2

Si Ay es un multiplo de 27 entonces la dérbita se cerrara, pues el radio regresara a su
valor maximo al cabo de un ntimero entero de giros. Si Ay es un submultiplo de 2,
Ay = 27 /k, la 6rbita se cerrard al cabo de k oscilaciones del radio. En un caso general,
si al cabo de k oscilaciones del radio se completan m giros, Ap k = 27 m, entonces
la drbita serd cerrada (ver Figura). Que este sea o no el resultado de la integral (7.5)
depende del potencial V(7). Los puntos donde se anula 7 (marcados en rojo en la Figura)

3. En los puntos de retorno se anula el radicando en la ecuacién (7.4). Esta anulacién no implica un
mal comportamiento de la integral; mediante un desarrollo en serie de Taylor se obtiene que el radicando
es lineal en r — ryi, 0 €n 7 — Tyax S€gUN sea el caso.
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se llaman puntos absidales. Como vimos en la ecuacién (7.5) el dngulo barrido para
ir desde 7, hasta ry.. es igual al que se barre para ir desde ., hasta ry;,. Lo mismo
sucede al ir desde rp;, hasta un r < rp.c 0 al revés. Esto significa que las érbitas (sean
o no cerradas) son simétricas respecto de los puntos absidales. Si elegimos ¢ = 0 en un
punto absidal, digamos en r = ry;, , entonces la ecuacién (7.4) dice que ¢(r) para r
entre ry, v el siguiente punto absidal es

r dr
Fanin \/2u€—2 [E—=V(r)] rt —r?

o(r) = (7.5)

Existen dos tipos de potenciales centrales cuyas orbitas ligadas son todas cerradas:
1 2
Vir) -, Vir)xr
r

En el caso del potencial eldstico isétropo V (r) = (1/2)kr? es facil ver que es asi. La fuerza
es F = —-VV = —k r 7 = —k 7. Las ecuaciones de movimiento para las componentes
cartesianas de 7(t) = x(t) 7 + y(t) 7 son

—kxr = mx , —ky = my

que muestran dos oscilaciones de la misma frecuencia w, = /k/m. Por ejemplo, una
solucion particular es
r=A cosw,t , y = B sinw,t

26



7.4 Potencial efectivo

que corresponde a una elipse cuyos ejes coinciden con los ejes cartesianos:*

2 2
X
_+y

FERE A

Pero como el potencial es isétropo, dependiendo de las condiciones iniciales obtendremos
también elipses con los ejes orientados en otras direcciones (ver Figura).

60

40

VE ec

e Velastico

_— Vcenﬂ‘ifugo

Fmin Fmax

7.4.1 Orbita circular

Si el potencial efectivo tiene un minimo, y el valor de E coincide con el valor minimo
de Vefec , entonces rmin = Tmax = Teire- La Orbita serd circular de radio re.. tal que

dv;afec

dr ’T:Tci'rc = 0

Por cierto, en ese caso tendremos una orbita cerrada independientemente de las demés
caracteristicas del potencial. Debemos recordar que el potencial efectivo depende de
las condiciones iniciales a través de /¢; es decir, para cada valor de ¢ hay un potencial
efectivo. Para cada valor de ¢ tal que V... alcance un valor minimo habra una 6rbita
circular.

El potencial gravitatorio tiene la forma V = —a/r. El radio de la érbita circular es

62
ap

Teire =

La Figura muestra potenciales efectivos del caso gravitatorio para varios valores de ¢:
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Ve fec

Feire

_04 fﬂ'ecieme

-0.6

-0.8

7.5 Problema de Kepler

Para resolver la forma de la drbita ¢(r) en el caso gravitatorio, debemos calcular la
integral

dr
o) = / V2ul72 [E—V(r)] r* —r2

con el potencial

Como el potencial gravitatorio es atractivo, entonces es a > 0. La solucién servira
también para la interaccién atractiva coulombiana, o para la repulsion coulombiana si
cambiamos el signo de a.

Para calcular la integral es conveniente hacer un cambio de variable:

1 d
U= — = du = ——Z
r r
Llevando 7 fuera de la rafz, y reemplazando V(u) = —au obtenemos

U

d
olu) = _/ V2072 (E + o u) — u?

Podemos llamar
a=2WE b=2u2 o .

4. La elipse esta centrada en el origen del vector 7, de modo que el dngulo barrido entre dos maximos
de r sucesivos es Ap = 7.
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7.6 Ecuacion de Binet

Asi tenemos

— (u)—/ du = arccos <2u——b) + cte
v va+bu—u? Vi +4a

Resolviendo para u:

1 b 1

—=u= §+§vb2+4a cos(¢p + cte)

r
Recordemos que hemos elegido el signo de la raiz correspondiente a un tramo de r
creciente. Para fijar ¢ = 0 cuando 7 = 7, (es decir, cuando u es maximo), debemos

anular la cte de integracién; entonces, restableciendo los valores de a y b:®

21 2 0°F
— —=1+4/1+ 3
Lo oo

Cos (7.6)

Antes de averiguar qué tipo de trayectoria es esta, veamos que el mismo resultado se
obtiene por otra via.

7.6 Ecuacion de Binet

Ya dijimos que la evolucion radial de la masa reducida p se podia entender a la luz
del potencial efectivo. Entonces podemos escribir la ecuacién®

N d‘/efec

pr= dr

Atendiendo a la forma del potencial efectivo, y llamando f(r) = —dV/dr,

W= c + f(r) (7.7)

__,u 3

Como nos interesa la érbita r(y), necesitamos una ecuacién en la variable . Para ello
nos valemos de la conservacién de p,, que lleva a

. 14
QO - ,LL T2
Entonces

d_,d4_t 4
dzf—gpdgo—,ur2 dy

5. b2 sale fuera de la rafz como |b]. Si a < 0 (potencial coulombiano repulsivo) es b < 0. Entonces
resulta
21 2 ’E
— —=1—4/1+—5 cosp
par i

6. Por supuesto, la ecuacién no es mas que la derivada temporal de E = (1/2) p 72 + Vegee(r).
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1

Si ademas optamos por la variable u = r~", entonces

1 du 1 /¢ du ? du

.ood 1
"Tatu s w@dt @ prde  pdy

Por lo tanto
¢ d . 2u? d*u

TTude T TR dp?

reemplazando este resultado en la ecuacion (7.7) obtenemos la ecuacién de Binet

Esta ecuacion es valida para cualquier potencial central. Si elegimos el origen del dngulo
¢ en un punto absidal donde r es minimo (u es méximo), tendremos las siguientes
condiciones de contorno

du
“lo=0)=0
dgp(s@ )

Vemos que tanto la ecuaciéon como las condiciones de contorno son invariantes ante el
cambio ¢ — —p. Esto significa que las dérbitas son simétricas respecto de los puntos
absidales.

En el caso gravitatorio es

o
f=—F5=-a u?
,
y la ecuacién de Binet queda
d*u N a
— u —_ ——
dp? 2
cuya solucién, con las condiciones de contorno dadas es
o p
u= Acosp+ 7

donde la amplitud A de la oscilacion radial queda determinada por el valor de la energia.
Podemos reescribir la solucién en la siguiente forma

21

— —=1+e cosy

oo
donde e es una constante de integracién. Este resultado es igual al obtenido en la
ecuacién (7.6), siendo *

2 0°F

=4/1
e +CY2H

7. Si @ < 0 (repulsién coulombiana), la constante de integracién se ajusta al resultado en Nota 5.
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7.7 Secciones conicas

7.7 Secciones cdnicas

La solucién para la 6rbita barrida por el vector posicién 7= r 7 = r (cos ¢ i+ sin ¢ )
en el caso gravitatorio es una seccion cénica. Las secciones conicas son curvas planas
que cumplen la ecuacién

]—9:14—6 cos
r

que puede leerse asi:

p r
— — 7 COS®pY = —
(& (&
seccion conica
ple —rcos ¢

(1)

Jfoco

ple

Como muestra la Figura, £ — r cosp es la distancia de cada punto de la curva a
una recta fija, mientras que r es la distancia de ese mismo punto a un punto F' que
llamaremos foco. Las secciones cénicas son curvas tales que el cociente entre esas dos
distancias es constante a lo largo de la curva; su valor es e~!. Segin el valor de e, estas
curvas son:

[SNES]

1) circunferencia (e =0): r=p=_—, E=—-5F

2) elipse (0 <e<1): —% < E <0, e es la excentricidad de la elipse

_ _ _p — _ _p p
Tmin = T|gp=0  1ge Tmax = T|Lp:w — 1—e¢ (§ < Tmin < P < Tmax < OO)

3) pardbola (e =1): E =0, Tmn="|p=0 =25, Tmax = 7|p=r = 00

4) hipérbola (e > 1):  E >0, 7Tuin = 7|p=0 = 7% <

[N1RS]

Tmax = 00 se alcanza con ¢ = +p,, = t+arccos[—1/¢]

8. La ecuacién para el potencial coulombiano repulsivo, p/r =1 —e cosg (e > 1, p < 0), también
genera una trayectoria hiperbdlica. La distancia minima al foco es ryi, = 7°|¢:0 = e%pl.
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La Figura muestra dos orbitas con el mismo valor de r,,;,; una de energia negativa y
otra de energia positiva.’

Veamos el caso de la elipse. En la Figura el semieje mayor de la elipse a es igual a

E2
1 L(p p p Lo o
= 5 Umax min) — 35 = = == 7.8
a 2<T +r ) 2(1_€+1+€) 1—62 _% 2F ( )

y la distancia entre el centro y el foco es

d 1< ) 1 P P ep
= 0= Tmin = 35 (Tmax = Tmin) = 3 - = =e€ca
or 2 2\1—e 14e¢) 1—¢

Por cierto, la elipse resulta mas familiar cuando esté escrita en coordenadas cartesianas
con origen en el centro de la elipse C'. El cambio de coordenadas polares con origen en
el foco F' a cartesianas con origen en C' es'”

r = Tr cosptea
y = rsinp=ry/1—cos?yp

Calculemos la siguiente forma cuadrética:

2
:c2+1y > = rPcos’p+2ear cosp+ela’+
—e

r2(1 — cos? p)
1 —e?
2,2 a2 2
= —w—i—Qear cos ¢ + e*a® + T
1—e? 1 —e?

Como la ecuacion de la elipse dice que p —r = e r cos p, entonces

2 N2 2

1—e? 1 —e?
9. Para tener un mismo 7, = p/(1 + €) con valores distintos de E se deben usar distintos valores
de ¢ (se compensa el cambio en e con un cambio en p).
10. El foco F es el origen del vector posicién 7 = r cose 72+ r sing j. No deben confundirse las
coordenadas x, y con origen en C con las componentes cartesianas del vector posicién.
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7.8 Primera Ley de Kepler

Fmin '\

y como 1 — e? = p/a, entonces obtenemos que

2 a 2

2 y 2 PN o 4T o
x+1_€2——]—9(p—'r) +2a(p—7’)+<1—a>a+7—a

Asi recuperamos la elipse de semieje mayor a ; el semieje menor es

14
b=aVv1—e?2=

p —
_— = a =
V1—e? P V2|E|u

7.8 Primera Ley de Kepler

En la interaccion gravitatoria entre una estrella de masa m, y un planeta de masa
m, << m,, las posiciones de la estrella y el planeta son

. m, . . mp 1
p=—"—~T, e =———"—=0
my +mp my + mp

1ra Ley: Las 6rbitas de los planetas son elipses con el Sol en uno de sus focos.!!

7.9 Tercera Ley de Kepler

Teniendo en cuenta que el area de una elipse es
Area =7 ab ,
y que la Segunda Ley de Kepler dice que la velocidad areolar es constante,

dArea 1 . 14
= -7 90 = — s
dt 2 2 1

11. Las érbitas del potencial elastico son elipticas también. En ese caso el centro de la elipse se ubica
en el centro de fuerzas, mientras que en el caso gravitatorio el centro de fuerzas coincide con un foco de
la elipse. En términos del dngulo Ay entre dos 7,5 consecutivos, es Ap = 7 para el potencial elastico,
v A = 27 para el potencial gravitatorio.
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entonces el drea de la elipse se barre en un tiempo 7' (periodo de la 6rbita)

{ 3/2 ,1/2
:A?“eazwabzwa P B s
dArea L £ o
dt 2 p 2 p
Como p = mymay/(my +msy) y a = G myms es
27 a’/?
T =
G(m1+m2)

Cuando se trata de la interaccién entre una estrella y un planeta, m; + mso se aproxima
por la masa de la estrella. Por lo tanto 7?/a no depende més que de la masa de la
estrella.

3ra Ley: Los cuadrados de los periodos de las érbitas de los planetas son propor-
cionales a los cubos de los respectivos semiejes mayores de las érbitas.

7.10 Regreso al problema de dos cuerpos

Habiendo resuelto la evolucién 7(t) de la masa reducida p podemos recuperar los
movimientos de cada una de las dos particulas:
~ Mo - — my -
M) = ——=— # 1), P(t) = ————— (¢
() = 2 i) A(0) =~ ()
Como el extremo de 7(t) describe una cénica, lo mismo haran los vectores 71 (t) y 75(t),
cuyo origen esta en el C'M del sistema.

Material adicional
Puntos de Lagrange: https://solarsystem.nasa.gov/resources/754/what-is-a-lagrange-point/

Problema de 3 cuerpos: https://www.youtube.com/watch?v=et7XvBenEo8
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8 Choque elastico. Scattering

8.1 Choque elastico

Si el potencial de interaccion en un sistema de dos cuerpos tiende a cero en el infinito,
entonces existen orbitas no ligadas donde las particulas estan infinitamente separadas
tanto en la configuracién inicial como en la configuracién final: |F] — oo cuando
t — 4+ co. En esas configuraciones inicial y final la energia es puramente cinética, pues
la energia potencial tiende a cero. Como la energia mecanica se conserva, entonces la
energia cinética inicial es igual a la final. Esto es lo mismo que sucede en un choque
elastico, aunque en el caso de un choque no se trate de interacciones a distancia. La
igualdad entre energia cinética inicial y final junto con la conservacion de la cantidad
de movimiento total nos permitiran conocer algunos aspectos que tienen en comun este
tipo de interacciones. La Figura muestra las trayectorias hiperbdlicas de dos particulas
cargadas iguales en interaccién coulombiana —tanto atractiva como repulsiva— tal como
se ve en el sistema C'M.

Vio J Vio
) >

¥

. f Vo V2o
repulsiva

W / atractiva Vis

Noétese que las velocidades siempre tendran direcciones opuestas, como condicién nece-
saria para conservar P = 0. El angulo entre las direcciones inicial y final depende de los
detalles de la interaccion; no resulta de los teoremas de conservacion.

La anulacién de P significa que los valores iniciales y finales de las velocidades en ese
sistema C'M cumplen que

V2o = ——— V10, Vof = ——— Uiy
mo mao
Ademas se conserva la energia cinética,
1 2 , 1 2 1 2 1 2
3 my v10+§ Mo Uy, = 3 my vlf+§ Mg Vyy
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Para valores iniciales dados, los valores finales cumpliran estas relaciones si

-
I

o1y = [t |Oay| =[]

Como fue dicho, la direccion de las velocidades finales no queda determinada de esta
forma, sino que depende de los detalles de la interaccién. En cuanto a los médulos, las
velocidades finales tienen los mismos moédulos que las respectivas velocidades iniciales.

Una propiedad importante del choque elastico es que el médulo de la velocidad relativa
antes y después del choque es el mismo. En el sistema C'M el resultado se alcanza en
forma muy simple. Debido a que P = 0 siempre, entonces

o L LMy my+my
Ul = U] — Vo =01 +— 1) = —— 1) (8.1)
ma mao
o también
. L. mo mip+my
Upgl = U] —Ug = ——— Up — Uy = ————= Uy (8.2)
ma ma

Como los médulos de #; v U5 no cambian por efecto del choque, lo mismo sucede con
‘Urel|:

|'17rel 0| = |77rel f|
A diferencia de las velocidades individuales, que estan sujetas al teorema de adicion de
velocidades, las velocidades relativas son invariantes galileanos (tienen el mismo valor
en todos los sistemas de referencia en traslacién relativa). Por lo tanto, |Ue; o] = |Urer £
es un resultado valido en cualquier sistema de referencia inercial.

Usando las ecuaciones (8.1) y (8.2) las velocidades finales en el sistema C'M se pueden
escribir asi:

my

= Vypel N, Vaf = — Urel M

my + ma mi + Mo
donde 7 es el versor que da la direccién final ain desconocida (es la direccién de las
asintotas de salida en la Figura anterior). En términos de las cantidades de movimiento,
este resultado dice que piy = p Vper N, Dof = — [ Vel T

Ahora transformaremos las velocidades finales a un sistema de referencia S arbitrario.
Si Vs es la velocidad del C'M en el sistema de referencia S , entonces habra que sumar
VCM al resultado anterior (adicién galileana de velocidades). Si ahora #),, U, son las
velocidades iniciales medidas en S, entonces

my Uio + Mo Vg,

Voar =
my + mo

Entonces las velocidades finales en S son

R Mo . M1 V1o + Mo Vg
U1 = Upel M+

f

mq -+ mo my -+ meo

R m . My V1o + Mo Vag
Uof = ————— Vpg N+

f

mi + may mi + mao
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8.1 Choque elastico

Recordemos que el valor de v, es el mismo en todos los sistemas de referencia inerciales.
Agreguemos que 7 es la direccién de v, s y tampoco depende del sistema de referencia
inercial que se utilice. También es 7 la direccién final de 7} — 7 (como es ficil ver en
el sistema C'M), que también es invariante galileano. Introduciremos el éngulo x para
indicar la direccién de n:

n=cosx ?+siny j

8.1.1 El caso vy, =0

En muchos experimentos, una particula juega el papel de “proyectil” y la otra de
“blanco”. En ese caso es Uy, = 0 en el sistema del laboratorio, y v, , = ¥1,.

ﬁ\v;f 61

02

oy

Los angulos 6; y 6, se obtienen de los resultados para las velocidades finales en el
sistema del laboratorio:

tan . — Uify Mg V1, SINY B sin y
L= = =
Vif g Mg V1pCOSX + My U1,  COSY + %
tan 0, — Vaf y _ My V1o SIY . s Y
y = — = =
Vaf z  —MM1 VpCOSX +my V1, 1 —cosy

Cuando m; = my entonces ¥y es perpendicular a 7. En efecto, podemos valernos de
una identidad trigonométrica para obtener

tan(0; + 0s) = -
an( 1+ 2) 1_tan01tan92 _1+%

tan 8, + tan 6y 1+% t<X>
cot (=
2

1) Si my; = my entonces tan(f; + 65) diverge. Luego se tiene que 01 + 65 = 7/2.
Podemos entender este resultado asi: como m; = mas, la conservacion de P queda

Ulo = V1§ + VUaf

que puede verse como el siguiente triangulo,
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Vi Var

Vie

mientras que la conservacion de T,
2 2 2
Vi, = Vif T V3,

es el teorema de Pitagoras en el tridngulo formado por los tres vectores. Por lo tanto
Uiy L Tay.

2) Si my 2 my entonces tan(f; + 62) 2 0. Luego se tiene que 0; + 0y < /2.
3) El resultado para tanf, puede entenderse mejor a partir de la expresién para vsy;
cuando v, = 0 queda asi

my

272]‘ - (1710 — Urel ﬁ)

my + Moy

donde se ve que s resulta de restar dos vectores del mismo médulo (v, = |03, porque
Us, = 0). Entonces se forma el tridngulo isésceles que muestra la Figura,

donde vemos que  260,+x =7 = 0y = ’

que resulta consistente con el resultado previo, pues tanfy, = siny/(1 — cosy) =
cot(x/2) = tan((m — x)/2).

4) Para una dada relacion my/mas, el angulo 0; varia con el valor de x, y tiene un
maximo si |4+ m
d L cos X
0=—tanb = ———
dx (cosx + )2
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8.2 Scattering

Entonces #; es méximo cuando cos x = —msy/my. Vemos que debe ser my > my; en caso
contrario el proyectil puede salir en cualquier direcciéon. Reemplazando este valor de y

se obtiene que (ejercicio)
. ma
Sinfh max = —
my

(8.3)
Este resultado puede entenderse mejor a partir de la expresion para v ¢; cuando U, = 0

queda asi
(m1 + m2> Vif = M2 Upel N + mq Vi,

(m, +m,)V,

m,v , n
X
P —
m; v,
Como v, = |U1,] es fijo, lo tinico que podemos hacer para incrementar ¢, es elegir

X para que se forme un triangulo rectangulo. Como la relaciéon entre cateto opuesto e
hipotenusa es my/m; llegamos al resultado (8.3). En cambio, si my > myq, el dngulo 6;
podré tomar cualquier valor entre 0 y 7.

8.2 Scattering

Hasta aqui hemos visto las consecuencias de los teoremas de conservacion para la
evolucién no ligada de un sistema de dos cuerpos. Ahora veremos cémo una interaccién
especifica determina el angulo x en funciéon de los datos iniciales. Sabemos que el
problema de dos cuerpos se resuelve estudiando una particula de masa p = myms/(m; +
ms2) (la masa reducida) en una posicién 7 = 7 — 7, respecto del centro de un potencial
central. Conocemos la solucién en funcién de las primeras integrales E y ¢ (la energia y
el momento angular de los dos cuerpos en el sistema centro de masa, como también la
energia de la masa reducida y su momento angular respecto del centro de fuerzas). Pero
serd conveniente escribir la soluciéon en términos de la velocidad v, de i en el infinito,
y el parametro de impacto s:

Vs
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Entonces 1
E=— v’
5 K Vs s
En la Figura indicamos también el angulo x, que es la direccién final del vector 7. Como

se ve, y se relaciona con el dngulo (., correspondiente a 7 — oo, siendo !

(=1 s Vs (8.4)

200t Xx=" (8.5)

Como este tipo de experimento se suele realizar con haces de particulas que son lan-
zadas hacia un centro dispersor (scatter significa dispersar o esparcir), lo que interesa
conocer es qué fraccion de los proyectiles se dispersa con angulos comprendidos entre
0, vy 01 + db;. En términos del problema equivalente con la particula p, averiguaremos
cuantas de estas particulas son dispersadas con angulos comprendidos entre x y x + dx;
y luego usaremos la relacion entre 6; y x ya obtenida para responder la cuestién al nivel
del problema de dos cuerpos.

El ntimero dN de particulas que emergen por unidad de tiempo con angulos com-
prendidos entre x y x + dx contiene la informacién sobre el potencial dispersor. Como
dN es proporcional a la intensidad del haz (supuesta uniforme, o a lo sumo dependiente
sélo de s) conviene caracterizar el potencial dispersor mediante el cociente entre dN y
la intensidad. Entonces llamaremos

Intensidad I: nimero de particulas por unidad de tiempo y de superficie atravesada
en el haz de entrada.
. s . dN
Seccién eficaz de scattering: do = -
do tiene unidades de superficie. Es igual al drea infinitesimal en la seccion del haz por
donde entraron las dN particulas que luego se dispersaron con angulos comprendidos
entre x y x + dx (ver Figura).

V.
He—T—=TN
V)

En efecto, por el anillo en el haz de entrada pasan 27s ds I particulas. Y estas particulas
salen luego con angulos comprendidos entre x y x+dx. Por supuesto, la cuestién implica

1. La férmula vale también para la trayectoria atractiva, donde x < 0 (ver Figura en §8.1).
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8.2 Scattering

conocer la relacion entre s y y; esta relacion depende del potencial de interaccién. En
sintesis,
_dN  27sds |

d
T i

ds

= 2ms ds = 2mws(x) ‘a’ dx
Mis adelante calcularemos la funcién s(x) para el potencial coulombiano. La razén para
utilizar el valor absoluto de ds/dy es que esta derivada puede ser negativa; en efecto
s(x) es decreciente para el potencial coulombiano repulsivo.

Es comun formular la seccién eficaz no en términos del angulo x sino del dangulo sélido
abarcado entre x y x + dy,

dQ = 27 sin|x| dx ,

es decir
s(x)

B ds
N sin |x|

dQ
dx

8.2.1 Potencial coulombiano

En el caso del potencial coulombiano V(r) = —a/r (atractivo o repulsivo: a > 0 o
a < 0) habfamos obtenido (el signo superior corresponde al caso atractivo)

2 1 2 2F 2\?
— —=1+e cosp, e:\/l—l— 5 :\/1—1-(“8%0)
poar a2 o)

donde ¢ se mide desde ry;,. Por otro lado, de la ecuacién de la cénica se obtiene que

1
9 2
()

La expresién entre paréntesis corresponde a tan ¢,. ¢ se relaciona con y a través de
la ecuacion (8.5). Tanto en el caso atractivo como en el repulsivo se obtiene que

1
COSpoe =F_=F

2
s —

1 = = tan Y ztanﬂ X :cotz

o 2 2

(si «v es positivo, x es negativo: —m < x < 0). Entonces

Q X
s(x) = T cot§
Por lo tanto
ds B «Q 1
dx 2 pv2 sin® &
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Reemplazando s(x) y |ds/dx| en la seccién eficaz 2

2 Ix| 2 X
o cotT o COS 5
dX_W( ) QXdX_W( ) s'3‘X| X

2 : 2
p v,/ sin® g IR

do = 2ms(x)

d
Reemplazando dy en términos del dngulo sélido

dQ) = 27 sin|x| dx = 27 sin (%—i—%) =4r sin%| cos%

(cos(x/2) es positivo porque 0 < |y| < 7), llegamos a la férmula de Rutherford para
la seccion eficaz de la interacciéon coulombiana:

d > 1 dQ)
o=

Para conocer la seccién eficaz de proyectiles y blancos, usaremos las relaciones

sin y m™—=X
i 0y =
cosx + —+ 2

ma2

tan6; =

para reemplazar x(0;) v dx = (dx/df;) db,, y lo mismo para 0,. Cuando proyectiles y
blancos son iguales no tiene sentido distinguirlos después de la dispersion, y deberian
sumarse las secciones eficaces respectivas (teniendo en cuenta que si m; = mg es 61 +6, =
7/2). Por otro lado, la interaccién entre los proyectiles dentro del haz ha sido ignorada
en este tratamiento.

En 1909 E. Rutherford colabor6 con Geiger y Marsden en un experimento de dispersion
de un haz de particulas alfa (nticleos de *He) que atravesaba una lamina de oro. La forma
en que las particulas alfa eran dispersadas (algunas con angulo de deflexién muy grande)
indicaban que en la materia existian regiones de carga positiva muy concentrada. Esto
le permitié enunciar en 1911 lo que conocemos como el modelo atémico de Rutherford,
donde la carga de un signo se concentra en un nicleo que contiene casi toda la masa del
atomo, y la carga de signo opuesto se distribuye en electrones de baja masa que orbitan
alrededor del ntucleo.

Como la masa del nicleo de oro es mucho mayor que la masa de la particula alfa
(mg >> my), entonces ¢ ~ y, y la formula de Rutherford se aplica directamente a la
seccion eficaz de dispersion de las particulas alfa.

Noétese que la seccion eficaz total del potencial Coulombiano diverge:

2 e X

a cos X
O':/dO':ﬂ'( 2)/ ,32dezoo

TS 0 sin® 3

En efecto, o corresponde al area de la seccién del haz por donde entran las particulas que
seran dispersadas. La seccién total es infinita porque el potencial de Coulomb dispersa
aun aquellos proyectiles cuyo parametro de impacto tiende a infinito, con angulo de
desviacion xy — 0.

2. Como « y x tienen signos opuestos vale que —a cot(x/2) = |a| cot(|x|/2).
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9 Oscilaciones

9.1 Pequenas oscilaciones

La aproximacion de pequenas oscilaciones, que se practica en problemas elementales
como el del péndulo simple con el objeto de linealizar la ecuaciéon de movimiento, puede
aplicarse también en problemas de varios grados de libertad. Consideremos un potencial
que depende sélo de las coordenadas generalizadas, V' (qi, ..., ¢, ), y que posea un minimo
en algin punto (qi, ..., G,) del espacio de configuracion:

o=z = 0, Y

Buscaremos soluciones que se aparten poco de esa posicion de equilibrio estable:

qu (t) =qu+ %(t)

donde 7),(t) es una pequena perturbacién; de modo que sélo términos lineales en 7),(t)
seran considerados en las ecuaciones de movimiento. Para ello aproximaremos el La-
grangiano a orden cuadratico en las perturbaciones. El potencial aproximado es

B B ~ 1
Vo~ ZV 8(]“3(]1,’(1 q( _qu) (qV_qV):V(Q)+§ ZV Ky 1y
donde
- o*V |
8%8% =

Las velocidades generalizadas son

Gu(t) = nu(?)

En un sistema holénomo y esclerénomo, la energia cinética es homogénea de grado 2 en
las velocidades generalizadas. Como ¢, = 7, la energfa cinética aproximada resulta’

T= % Z My (q) Gu Gu =~ Z My Ny

v

L. mu,(q) = va 1My g;’ g:;i
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donde
My = My (q)
De esta manera, las n ecuaciones de Euler-Lagrange linealizadas resultan

n

Z (myw T (t) + kuw m,(t) =0, p=1...,n (9.1)

v=1

donde m,,,, k., son dos matrices reales simétricas que contienen la informacién sobre
las frecuencias propias del sistema.
Busquemos una solucién de la forma?

n,(t) = A, e, v=1,...,n

donde los coeficientes A, son nimeros complejos que contendran informacién sobre am-
plitudes y fases relativas. Reemplazando en las ecuaciones,

n

Z(—w2 My + k) A, =0, w=1.,n (9.2)

v=1

Vemos que el sistema de ecuaciones diferenciales se ha convertido en un sistema de
ecuaciones algebraicas para los coeficientes A,,.

En un oscilador unidimensional A no queda determinado por la ecuacién de movimiento
sino por las condiciones iniciales. En un caso con n grados de libertad, veremos que los
A, quedan determinados en parte por las ecuaciones de movimiento, y en parte por las
condiciones iniciales. Las ecuaciones de movimiento determinaran relaciones entre las
evoluciones de los distintos grados de libertad en cada posible solucién del problema.

Las ecuaciones (9.2) tienen una solucién trivial,
Ay=0 W = q¢t)=q,

que corresponde al punto de equilibrio. Para tener oscilaciones en torno al equilibrio
necesitamos soluciones no triviales. Pero ocurre que el sistema de ecuaciones lineales
(9.2) que deben satisfacer los coeficientes A, estd igualado a cero. Entonces o todos los
A, se anulan o la matriz —w? My + ke es no inversible para permitir soluciones no
triviales. Para que la matriz —w? My + ko sea no inversible, su determinante debe
anularse:

det(—w? my, +ku) =0

En ese caso las ecuaciones no son independientes (la anulacién del determinante dice
que al menos una fila es una combinacion de las otras). Es decir que no todos los 4,
podran ser resueltos, sino que obtendremos relaciones entre los mismos.

2. Como las ecuaciones (9.1) son lineales a coeficientes reales, las partes real e imaginaria de una
solucién compleja son soluciones reales de las ecuaciones.
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9.1 Pequenas oscilaciones

La condicién det(—w? my, + k) = 0 debe verse como una forma de seleccionar las
frecuencias w que posibilitan una soluciéon no trivial. La condicién corresponde a una
ecuacién de grado n para la incégnita w?, que se caracteriza por sus n raices.

Vamos a probar que las n raices w? son positivas, de modo que todas ellas conducen
a soluciones que oscilan indefinidamente. Dada una solucién no trivial, usaremos su
compleja conjugada para multiplicar la ecuacién (9.2) por A7, y sumar sobre s,

Z (—w2 My + k,“,) A,,AZ =0

'R%
es decir
WY mp AVAL =k AJA (9.3)
"% "%

Veamos que cada sumatoria doble es un niimero real, lo que es consecuencia de la simetria
de las respectivas matrices. Los términos con p # v se agrupan en cantidades reales;
por ejemplo

mq9 AQAT “+ Moy AlA; = mlg(AQAT + AlA;) =2 mio RG[AQAT] )
y los términos diagonales son reales:
mi1 AIAT =mn ‘141|2

Lo mismo sucede con la doble sumatoria que contiene la matriz k,,. Podemos probar
que ambas sumatorias son reales en una forma més elegante:

(3 b AAL) =D ki Ay =3k AT AL = D ki AL =3 ki AJAL
12214 24 v 7’84 v

donde usamos que k,, es una matriz real y simétrica.

Como en la ecuacién (9.3) ambas sumatorias dobles son reales, entonces concluimos
que w? debe ser real. Siendo w? real, entonces todos los coeficientes en las ecuaciones
(9.2) son reales; por lo tanto esas ecuaciones admiten soluciones no triviales A, reales.
Luego es inmediato ver que ambas sumatorias dobles en (9.3) son definidas positivas,
pues las matrices m,, y k,, definen formas cuadraticas positivas. En efecto,

> g AJAL =D "my, AyA >0
v

I’L?V

para valores arbitrarios de A4,, del mismo modo que 7" = (1/2) > myu 07, > 0 para
valores arbitrarios (pero no todos nulos) de las velocidades generalizadas. También se
concluye que la otra sumatoria doble es positiva pues s KTty > 0 como condicion
para que el punto de equilibrio 1, = 0 Vu sea efectivamente un minimo del potencial
(el potencial debe crecer para cualquier desplazamiento del punto de equilibrio). Vale
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la pena notar que ambas sumatorias dobles serian positivas aun si los A,’s fuesen com-
plejos.3

Como en la ecuacién (9.3) ambas sumatorias dobles son positivas, entonces w? es
positivo; lo que implica que w es real, y las soluciones oscilan indefinidamente (no hay
amortiguacién). Una vez que hayamos encontrado las n frecuencias propias del sistema,
las identificaremos con una etiqueta s: w, , s = 1,...,n. Para cada w, el sistema de
ecuaciones tendra una solucién real no trivial A,(,S), v =1,...,n. Pero, como el sistema
de ecuaciones (9.2) es lineal y homogéneo, cada solucién es ambigua: multiplicindola
por un factor global complejo C'®) tendremos también una solucién. Esta ambigiiedad
solo dice que la solucién correspondiente a la frecuencia w, contiene una amplitud y
una fase globales que deberdn fijarse mediante las condiciones iniciales. Pero las am-
plitudes relativas de las 7, en cada modo normal de oscilaciéon estan determinadas
por la solucién de la ecuacion (9.2) correspondiente a la frecuencia wy del modo normal
correspondiente.

Finalmente, como la ecuacién (9.1) es lineal, la solucién mdas general es una combi-
nacién de los n modos normales de oscilacién:

nu(t) = ZC(S)A,(/S) et v=1,.,n (9.4)
s=1

Los coeficientes complejos C® indican con qué amplitud y qué fase entra cada modo
normal de oscilacién en la solucién general. Son determinados por las condiciones ini-
ciales.

9.1.1 EIl péndulo doble plano

Punto de equilibrio: =0, ¢=0

3. Usar que ), , myu, A, A, esreal, y que 2Re[4, A]] = Re[4,]Re[4,] +Im[A,|Im[A,].
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9.2 Ortonormalidad

Coordenadas: m=40, m=¢

. 2me*  ml? 2mgl 0
Matrices my, y ko M= ( mé2  me? > , K= ( 0 mgl )
Frecuencias propias: — w,* = 4(2 + V2), wy® = 4(2 - V2)

Modo normal 1: Agl) = —A((;) /2 (oscilacién a contrafase)
Modo normal 2: Aéz) = A((;)/ V2 (oscilacién en fase)

Como previmos, la resolucién para cada frecuencia no permite obtener todos los coefi-
cientes A, sino una relacién entre ellos, que nos dice con qué amplitud relativa entra cada
coordenada en el modo de oscilacién en cuestién. La solucion general es una combinacion
de ambos modos:

o(t) = C(I)Aél) it 4 C(Q)Aé?) pint
o(t) = C(I)A((;) it | 0(2)/42)2) it
Si absorbemos Aé)l), Af;)en las constantes de integracién CV, C'® respectivamente, el

resultado es

1 , 1 .
9<t) = __Cl €Zw1t -+ —202 ezwzt

V2 V2
¢(t> — Cl ezw1t+02 ezwzt

Los complejos C, (5, se determinan con las condiciones iniciales. Por ejemplo, si las
condiciones iniciales fueran tales que C5 = 0, entonces el movimiento corresponderia al
modo normal 1.

0.2 Ortonormalidad

Si bien el método de resolucién podria darse por concluido, veremos algunas propiedades
de las soluciones A que seran de utilidad. Consideremos las ecuaciones (9.2) para dos
frecuencias distintas ws y wy:

W? imuu A£S) = Z Ky A(us) )
v=1

wy i My, AP = i K AY
v=1 v=1

“Multipliquemos” la primera por »_ i A,(f) y la segunda por " A,(f); usemos la simetria
de my, y ku y restemos:

(w? — w?) Z My AS)AZ(/S) =0
JT8%
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Si los autovalores w? son todos distintos esto significa que

> my ADAY =0, s#t
"84

Esto es una suerte de ortogonalidad entre vectores. En efecto, para cada valor de s
tenemos un “vector” A® de n componentes Al(,s). La relacion anterior puede verse como
un “producto interno” A® . A® en una “métrica” m,,; la relaciéon anterior dice que los
“vectores” A®)’s son ortogonales entre si.? Aun si hubiese autovalores iguales (degene-
racién), podrian elegirse ortogonales los autovectores del subespacio correspondiente.
Podemos avanzar méas sobre esta linea; en el caso s = t, estariamos ante el cuadrado
de la norma A® . A®) de cada vector. Como los A®’s no quedan completamente
determinados por las ecuaciones (9.2) podemos valernos de la ambigiiedad remanente

para fijarla mediante una condicién de normalizacion. Asi diremos que los Al(,s) satisfacen
una condicion de ortonormalidad:

> my ADAY =6, Vs, t (9.5)
1,V

9.3 Notacion matricial

Como hay n coeficientes AY para cada una de las n frecuencias propias w,, pode-
mos organizarlos todos en una matriz A de componentes A, = AVS) (cada columna
corresponde a un modo normal). La relacién de ortonormalidad (9.5) significa que®

ATMA=1

Por ejemplo, en el péndulo doble la matriz A resulta

. < AL 4D ) _ ( ~AV 2 AP V2 )

1) 4@ (1) &)
A AL Al AS

y la normalizacién se consigue con

A= AP = —
0/ (2-V2) m 0/ (2+V2) m

4. Notar que m,,, en la ecuacién det(—meW + k) = 0 ocupa el lugar que tendria la identidad en
el problema usual de autovalores y autovectores.

5. ZHV ml“’ Al(f)AE’S) = Zy,y mNV ANt AVS = ZHV(AT)tN(M>NV(A)VS .
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9.4 Coordenadas normales

Podemos ver que el formalismo de pequenas oscilaciones se resume en tres matrices
de n x n:

1) La matriz M de componentes m,,

2) La matriz K de componentes k,,,

3)
mal).

La matriz A de componentes A,, = AW (cada columna representa un modo nor-

Con ayuda de las matrices A, M, K, las n X n ecuaciones

n

Z (—w? mW+kW) A,(f) =0, pw=1..n; s=1,..,n

v=1
se escriben en una unica ecuacién matricial:
MAQ=KA (9.6)

donde ©? es una matriz diagonal formada por los cuadrados de las frecuencias propias:
2 _ 2 -
7, = w3 45 0 bien

2 _ 2 2 2
Q° = diag(wi, w3, ..., w;)

Si multiplicamos por la traspuesta de A,
ATMAQP=ATKA
Por otro lado, hemos visto que la relacion de ortonormalidad significa que
ATMA=1 (9.7)

Entonces

P=ATKA (9.8)

lo que significa que la matriz A que resuelve las ecuaciones dinamicas diagonaliza tanto
a M como a K.

9.4 Coordenadas normales

Las coordenadas 7, podrian no ser las mas adecuadas para el sistema fisico en conside-
racién. Organicemos las 7,’s en una columna que llamaremos | > |

Ui
Up)
In > = ,

M
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para escribir las ecuaciones de movimiento

n

Z (muu ﬁy_’_kuy nu):O, le,...,n

v=1

en notacion matricial:
Mlii>+K|np>=0

A la luz de las relaciones matriciales anteriores, esta ecuacion sugiere introducir coor-
denadas normales &, definidas mediante la siguiente transformacién:

n>— Ale> (9.9)
En efecto, reemplazando en las ecuaciones de movimiento resulta:
MA|E>+KA|E>=0
Multiplicando a izquierda por AT, y usando las ecuaciones (9.7) y (9.8),
E>+ Q% E>=0

que significa

o+ w2 &, =0, s=1,...n (9.10)

Vemos que el conjunto de ecuaciones de movimiento luce ahora como un conjunto de
osciladores armonicos desacoplados, cada uno de ellos correspondiendo a cada una de
las frecuencias propias del sistema. En el modo normal s sélo la coordenada &, oscila;
las demés coordenadas permanecen iguales a cero.

El desacople puede verificarse también en el Lagrangiano. Si llamamos < 7| a la fila

formada por las n,’s (< n| = |np >T=< €| AT ), el Lagrangiano linealizado se escribe
1 ) ) 1
L = §<77\M’77>—§<77’K|77>
1 o T 2 ]. T
:§<£\A MA\5>—§<51A KAI|>

— el leg@ts =Y L@ -ue)

s=1

Vemos que las coordenadas normales permiten que el Lagrangiano del sistema se muestre
como una suma de n osciladores armoénicos desacoplados, cada uno con su frecuencia
propia w,. En otras palabras, al diagonalizar M y K (las matrices que representan las
energias cinéticas y potencial) la matriz A estd senialando las direcciones privilegiadas
en el espacio de configuracién respecto de las cuales la descripcién del movimiento es
méas simple.

80



9.4 Coordenadas normales

La solucion de las ecuaciones (9.10) es
E(t) = O et

reemplazando en la solucién general (9.4),

n(t) = ZAI(,S) (1), v=1,..,n
s=1

que no es mas que la ecuacién (9.9), ahora escrita para la evolucién temporal del sistema.

Si se desea obtener las coordenadas normales a partir de las coordenadas originales,
usaremos la relacién de ortonormalidad para invertir la ecuacién (9.9):

ATMnp>= ATMA [£>=[¢>

En particular, para dados valores iniciales de | > y | > tendremos los respectivos
valores de C(®)
ATM |, >=1,>=|C >

ATM |, >= |&>=iwC>=iQ |C>

Como finalmente nos interesa la parte real de la solucién |n(t) >, tomaremos parte real
en las anteriores ecuaciones,

AT M Re|n, > =Re|C >

—Q AT M Relij, > =Im|C >

de donde resultan los valores de los complejos C®) que se precisan para satisfacer las
condiciones iniciales de la solucion real.

9.4.1 La molécula de CO,
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m 0 0 k -k 0
M = 0 M 0 , K= -k 28 -k ,
0O 0 m 0 -k k

Las frecuencias propias resultan

k 2k k
w =0, wa =4[, w3 = M+E

El resultado w; = 0 puede sorprendernos (habfamos dicho que todos los w? eran posi-
tivos). Sin embargo el punto de equilibrio 7; = 72 = 773 = 0 no es estrictamente un
minimo de potencial. Nétese que el potencial no cambia ante traslaciones An, = Any =
Ans. Este modo traslatorio podria eliminarse trabajando en el sistema C'M. Asimismo,
en un movimiento tridimensional convendria eliminar también el modo rotatorio, en el
que la molécula rota como un rigido.

El siguiente paso es construir la ecuacién (9.6) para resolver los Al(,s); el resultado es

1 2 3
A AP AP

A= 4" o —2m ()
Agl) _Agz) Ags)

y la normalizacion da

1 1 M
2m+M  \/2m 2m(2m+M)
— 1 __2m
A= 2m+M 0 M(2m+M)
1 1 M
Vem+M V2m 2m(2m+M)

Las coordenadas normales son

m M m

V2m+M \/2m+M V2m+M
E>=ATM|n>= Vi -3 In >

mM 2mM mM
2(2m+M) 2m+M 2(2m+M)

es decir,
13 ! ( + M ny + )
= ——— (m m
1 om 1 M T Up) 3
m
& = \/3(771—773)
mM
— 0 -9
€s 3(2m + M) (m —2m+ 1)
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9.5 Oscilador forzado

Modo normal 1 (£, =0=&;) : m = n2 = ns (traslacion)
Modo normal 2 (§; =0 =&3) : m=0,m=—n
Modo normal 3 (§; =0 = &) : m = —% N2 = 13

Por supuesto la forma de los modos normales de oscilacion ya era visible en el primer
resultado para la matriz A, que contenia las amplitudes relativas de cada modo.

Videos

Comportamiento caético del péndulo doble fuera del régimen de pequenas oscilaciones

www . youtube. com/watch?v=d3u0K1IEIoU
www . youtube . com/watch?v=7dXZSn3PV5E
www . youtube . com/watch?v=d0Z8wLLPNEO
www . youtube. com/watch?v=TmlpD0O3Lc0Os

9.5 Oscilador forzado

El oscilador forzado esta sometido a la fuerza elastica F,.,i¢ = —kx 7, una fuerza de
rozamiento viscoso Fy;s. = —ri 1, y una fuerza externa F,.,; = F, coswt 7. La ecuacién
de movimiento es a

. . o 1
F4+yd+ws==-2 Rele*], (9.11)
m

donde w? = k/m = r/m. Como es una ecuacién lineal inhomogénea, la solucién
o] ) )
general es la suma de la soluciéon general de la ecuaciéon homogénea mas una solucién
particular:
a(t) = an(t) + zp(t)

La solucién homogénea es amortiguada, debido a la disipacion producida por el roza-
miento viscoso. Se propone la forma general x,(t) o< e, y se obtiene una ecuacién
cuadratica para A:

N4+yA+w: =0

Entonces las dos raices (que darédn dos soluciones homogéneas independientes) son

y 2
Mo=—2+ 4/ — w2
L2= 7 T

El segundo término puede ser real o imaginario. Si es real resulta A\;o < 0, lo que
significa que la solucién se amortigua. Si el segundo término es imaginario, la solucién
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. . 2 . . _ .
oscila con la frecuencia y/w? — VI mientras se amortigua con el factor e~/ (movimiento

subamortiguado).® En ambos casos la solucién homogénea se extingue a tiempos largos:

zp(t) — 0
t—o0
A tiempos largos sélo sobrevive la solucién particular. Como los coeficientes de la
ecuacion de movimiento son reales, podremos buscar una solucion particular compleja

para la ecuacion
: Fo
Ptyitwio="2¢"";
m
de esa forma la parte real de la solucién particular sera solucién de la ecuacién (9.11).

Proponemos la solucién compleja
z,(t) = A et
donde A € C. Reemplazando en la ecuacion,

F,

W A+iywA+w: A=
m

Entonces”

Fy

A= m
w2 —wr+iyw
o

Escribamos el complejo A en la forma |A| € para separar amplitud y fase. Por un lado

es
Fy

|A|: 2 T;Q 2 2
\/(wo_w> + 77w

Por otro lado, multiplicando y dividiendo A por el conjugado del denominador resulta

F,

_ m 2 2 .
A= IR iy op (W) —w” —ivyw)

En la expresién para A vemos que Im[A] < 0. Ademsds, si w S w, entonces Re[A] = 0.
Esto significa que la fase de A estd en el cuarto cuadrante si w < w,, y pertenece al
tercer cuadrante si w > w,. En cualquier caso el movimiento atrasa respecto de la fuerza
externa. La fase 0 cumple que

Im[A -y w
tand = 4] S —
Re[4] w2 —w?
6. Si w, = /2, entonces las dos raices son iguales: A = —v/2. En ese caso la segunda solucién

independiente tiene la forma ¢t e~7*/2. Este caso se denomina amortiguamiento critico.
7.517 =0y w=w,, entonces z,(t) = F,t/(2mw,) sinfw,t].
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9.5 Oscilador forzado

La solucién real es

7,(t) = Re[A e™'] = |A| cos(wt + 0)

Si la frecuencia externa w se elige apropiadamente en funciéon de los parametros del
sistema entonces podremos maximizar la amplitud |A|:®

72
sio w=wi—o = A=A, = —A—

max

4]

(Wo

y crece

Wo w

El trabajo realizado por la fuerza externa en cada ciclo se disipa en forma de calor.
La potencia media entregada es

1 /" B 1
cP>— / Fous(t) ip(t) dt = 2 / F, cos(wt) | Al (—w) sin(wi+6) dt = —~ F,w |A| sins
T J 2 Jo 2
(recordemos que siné < 0). Entonces
1 F?
<P>:—§Fowlm[A]— 2 7

= om wg(i_g o 1)2_}_,}/2

8. Si w, < /2, entonces |A| es maximo en w = 0 (ver Figura).
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La potencia media entregada por la fuerza externa al sistema se maximiza cuando la
frecuencia externa w coincide con la frecuencia propia w, (frecuencia de resonancia);
en ese caso la potencia vale

o

F? F?
<P>max: — =

2my 27

(en lenguaje de circuitos de corriente alterna, F?/2 serfa el cuadrado del valor eficaz de
la fuerza externa).

<P

(Vo w
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10 Resonancia paramétrica

Consideremos un sistema oscilante
.. 2 o
T+w =0
cuya frecuencia posee una dependencia periédica en el tiempo:
204\ 2
w(t) = w, (1+a(t))

donde a(t) es peridédica. Hay diferentes situaciones fisicas que pueden corresponderse
con este tipo de sistema. Por ejemplo las pequenas oscilaciones de un péndulo cuando
su hilo sufre, a su vez, variaciones periédicas de su longitud; como cuando una persona
se hamaca sola, moviendo su cuerpo de tal forma que la distancia de su centro de masa
al punto de suspension cambia peridodicamente. La llamada ecuacion de Mathieu es del
tipo antedicho, con a(t) = k cos(2 t).

Aqui estudiaremos el caso sencillo donde w(t) es una onda cuadrada

w(f)

W,

Wo F——Y_—— S R ——— —

_

bis o

Llamaremos T' = 27 al periodo de la variacién de la frecuencia propia (esto corresponde
a elegir una unidad de tiempo). De esa forma el sistema es un oscilador arménico en cada
semiperiodo de variacién de la frecuencia w, pues w es constante en cada semiperiodo.
Para hacer la transicién de un semiperiodo al siguiente habra que tener en cuenta que
el estado final del primer semiperiodo se convierte en el estado inicial del siguiente
semiperiodo.

Notemos que en este problema hay dos periodos que interactian: el periodo T = 27
de la variacién de w, y el periodo del oscilador 7 = 27 /w, en torno al cual se produce la
variacion. Queremos averiguar si aparecen resonancias entre estos dos periodos.
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10.1 EIl oscilador armdnico en el espacio de estados

A los efectos de preparar el abordaje del problema anterior, veamos algunos aspectos
del sistema que vamos a perturbar. La solucién de la ecuacién de oscilador armonico es

x(t)=A coslw, t+4] = v(t) = —A w, sinfw, t + 0]

Por lo tanto la posicién y la velocidad en cada instante satisfacen la ecuacion

Como el par z(t),v(t) caracteriza el estado del sistema, podemos ver a (z,v) como
coordenadas en un “espacio de estados”.! La ecuacién anterior dice que el oscilador
armonico evoluciona recorriendo una elipse en el espacio de estados; al cabo de un
periodo 7 = 27 /w, el oscilador retorna al estado inicial. La elipse se transforma en una
circunferencia si usamos las coordenadas (z, wio) Otras coordenadas interesantes son

(£,€%) donde

v
E=r—1 —
Wo

En estas coordenadas la evolucién del oscilador arménico esta dada por
Et)=A eiwot+0) _ giwot £(0)

que es otra forma de ver que el estado del sistema a tiempo t resulta de rotar un angulo
w,t sobre la circunferencia a partir del estado inicial £(0) = A e¥.

En relacion al caso que trataremos a continuacion, senalamos aqui que la estabilidad
del oscilador armoénico implica que éste permanece en una region acotada del espacio de
estados.

10.2 Variacion de la frecuencia propia

Cuando la frecuencia propia varia como una onda cuadrada, tendremos una evolucién
de oscilador armoénico en cada semiperiodo de variacion de la frecuencia w. Para conectar
dos semiperiodos contiguos, el estado final del primero de ellos debera verse como el
estado inicial del siguiente semiperiodo:

1) Si0 <t < m lafrecuencia angular es w = w,. El estado final de semiperiodo es

§(m) = e £(0)

1. Este espacio de estados es un remedo del espacio de las fases en el que se realiza el formalismo
Hamiltoniano que veremos mas adelante.
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10.2 Variacion de la frecuencia propia

es decir
z(m) = Rel¢(n)] = cos|w, 7] x(0) + sinfw, 7] %i])
ch? = —Im[¢(r)] = — sinfw; 7] 2(0) + cosw, 7 %E)r)

Vemos que hay una transformacién lineal que lleva del estado en ¢t = 0 al estado en

t=m,

z(m) \ [ coslw, 7 ol 1 2(0)

v(m) —w, sinfwy 7] coslw, T v(0)
La matriz de transformacién serfa una rotacion de dngulo w; m en el plano (z, ),
como muestran las ecuaciones anteriores. Sin embargo preferiremos las coordenadas
(x,v) porque no dependen de la frecuencia, que serd distinta en el siguiente semiperiodo.
Llamaremos M, a la matriz que transforma los datos iniciales en datos finales durante
el semiperiodo de frecuencia angular w, :

z(m) z(0)
=M
(o )= (3
2) En el semiperiodo siguiente, la matriz que “mapea” el estado inicial en el estado
final se construye con la frecuencia angular w_. Por lo demas tiene la misma estructura

que M, . Llamaremos M_ a esta matriz. Entonces para el semiperiodo 7 < ¢ < 27 la
relacion entre los estados inicial y final es

(26m ) - (5

coslw 7] sinfws 7] )

siendo

Mi = . Wi
—wy sinfwy 7] cos|wy 7|

En resumen, en un periodo T' = 27 de variacion de la frecuencia w, el mapeo entre
estado inicial y final viene dado por la matriz M = M_M, ,

<x(27r) ) o (ZE(?T) > _ MM, (x(()) ) Y (x(()) )
v(2m) v(m) v(0) v(0)

Podemos entonces entender la evolucion del sistema evaluando su estado a tiempos
discretos t = 2km. En cada periodo T' = 27 actia la matriz M; en k periodos interviene la
matriz M*. Quiere decir que la matriz M contiene informacién valiosa sobre el caracter
de la evolucién. Trataremos de extraer de M las condiciones para que se produzcan
resonancias. Mas concretamente, buscaremos responder si la evolucién gobernada por la

matriz M deja al sistema en una region acotada del espacio de estados o lleva el sistema
hacia regiones de amplitudes crecientes.
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Una propiedad importante de la matriz M es que su determinante vale 1 debido a que
det Mi = 1,
det M =det M, detM_ =1

Las transformaciones lineales en un plano que tienen determinante igual a 1 preservan
areas. En efecto, el area del paralelogramo determinado por dos vectores A, B, es igual

Ax B
A, B,
(5 5 )

Si aplicamos una transformacién lineal A a los vectores columna |A >, |B >,

a

I

Area = ‘/Tx E‘ =|A.B, — A B.| =

A" >=A|A >, |B">=A|B >

Entonces la matriz de los vectores A, B cambia a

(A; B;)_(Am Axy)(Ax Bl,>
A, B, Ayz Ay A, B,
Tomando el determinante,

Area’ = det A Area

Si det A = 1, entonces el area es preservada. En relacién a la evolucién del sistema bajo
consideraciéon, como la matriz M tiene determinante igual a 1 podemos afirmar que los
estados iniciales que pertenecen a una determinada regién del plano (z,v) evolucionan
hacia estados finales que pertenecen a otra regién de la misma area.>

Pero la pregunta que nos interesa contestar es si la evolucién sera “estable”, en el
sentido que el sistema permanece en una region limitada del espacio de estados, o si por
el contrario el sistema evoluciona hacia regiones cada vez mas alejadas del estado inicial.
Para ello nos valdremos de que toda matriz cuadrada —sea o no simétrica— es diagonali-
zable mediante una transformacién de semejanza (M — S~'M S, donde S puede no ser
ortogonal) siempre que la dimensién del espacio generado por sus autovectores coincida
con la dimension de la matriz; en particular, si los autovalores A, son todos diferentes.

En tal caso ?
MO
M — ( 0 X )

Como los coeficientes del polinomio caracteristico P(A) = det(M — A 1) son reales, sus
dos raices A, Ay deben ser reales o complejas conjugadas. Ademaéas, como det M = 1,
debe cumplirse que

AL A =1

2. Esta propiedad es un caso particular del teorema de Liouville que veremos mas adelante.

3. En caso contrario, la matriz admitiria la forma candénica de Jordan < 8 }\ )
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Entonces hay dos posibilidades:

1) A\i, A2 son complejos conjugados de médulo 1:
)\1 — 67201’ /\2 — e—ia

Es sabido que estos son los autovalores de la matriz de rotacién®

COS (v sin o
M = .
—sina  cos«

lo que significa que en alguna base (es decir, con alguna transformacién lineal S de las
coordenadas x, v) al cabo de k perfodos T' = 27 el sistema se encontrard en un estado
que resulta de rotar un angulo ka sobre una circunferencia. En este caso el sistema es
estable en el sentido que permanece en una regién acotada del espacio de estados.

2) A1, A2 son reales e inversos uno del otro:
)\1 = :i:ea, /\2 = tfe ¢

Estos son los autovalores de una transformacién hiperbélica®

Mz:l:( cosha sinh « )

sinha cosha

Mientras que las rotaciones mueven puntos sobre circulos, las transformaciones hiper-
bélicas mueven puntos sobre hipérbolas.> Por lo tanto, en alguna base (es decir, con
alguna transformacion lineal S de las coordenadas x, v) el sistema evoluciona avanzando
sobre una hipérbola al cabo de cada periodo T' = 27, lo que lo lleva hacia regiones cada
vez mas alejadas en el espacio de estados.

-1 1
su vez, otra semejanza llevard la matriz de rotacién a la forma de la matriz M obtenida en nuestra
deduccién.

4. La transformaciéon de semejanza que diagonaliza la matriz de rotacién es S = ( vt ) A

1 1
1 -1
semejanza llevard la transformacion hiperbdlica a la forma de la matriz M obtenida en nuestra de-
duccién.

NP . z’ cosha sinha )\ .. P ”
6. La transformacién hiperbdlica ( y ) = < sinha cosh o > < Y ) implica que =’ — y* =

5. La transformacién hiperbdlica es diagonalizada por la semejanza S = . Una segunda

% — 2.
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.Como podemos saber si estamos en el primero o el segundo caso sin calcular los
autovalores de M = M_M, 7 Vamos a usar que la traza de una matriz cuadrada es
invariante ante transformaciones de semejanza (Tr(S~'M S) = Tr M). Cuando la
matriz estd diagonalizada su traza es A\; + Ao; la idea es comparar este valor con la traza
de M_M_, Notemos que

DA =¢2 =e = MN+X=2cosa = |Tr M|<2
2) M =4e*, M=+ = A+ A==2cosha = |[Tr M|>2

Esto significa que debemos ver si |Tr M_M,| es mayor o menor que 2 para asi saber si
el sistema es estable o resuena. El producto M_M, da

COSW_T COSWT — “Esinw, wsinw_m
w—
M_M, =

COS W4T COSW_T — Zf Sinw_7 sin w47

w wW— . .
= Tr(M_M,)=2cosw_mcosw,m — (—+ + —> sinw, Tsinw_m
w_ W4

Entonces, si llamamos w, al promedio de wy (como en la Figura inicial), resulta

Wy =w, L e

Nos interesa saber para qué relacion entre w, y € serd |Tr(M_M,)| > 2, y tendremos el
fenémeno de resonancia paramétrica. Usaremos un programa de calculo para dibujar
las curvas (w,) tales que Tr(M_M,) = £2. Esas curvas separaran las zonas estables
de las de resonancia. Es decir que graficaremos

Wo +E Wy, —¢€
+

+2 = 2cos(w, — )7 cos(w, + €)m — (
Wo — € W, + €

) sin(w, + €)7sin(w, — €)m

para ¢ < w, (pues w_ debe ser positivo). La Figura muestra el resultado:
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0.5 H

0.0

0 1 2 3 4

Wo

Las zonas azules corresponden a T'r(M_M, ) < —2, y las zonas rojas indican 7r(M_M,)
> 2. Ambas zonas sombreadas son zonas de resonancia paramétrica (naturalmente, las
zonas donde € = 0 deben ser zonas de estabilidad).” Las zonas de resonancia paramétrica
estan caracterizadas por los valores w, = k/2, es decir

— =, keN

Si recordamos que la unidad de tiempo fue elegida para que T' = 27, donde T es el periodo
de la variacién de la frecuencia propia del sistema, entonces la expresion anterior dice
que

, keN

T k
T 2

Es decir que la resonancia paramétrica aparece cuando la frecuencia propia del sistema
oscila con un periodo 7" aproximadamente igual a

k km
T:— _ —
QT Wo

Bibliografia adicional

V. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer.

7. En los puntos donde €,w, son ambos enteros o semienteros, los valores de w4 devienen en en-
teros de igual paridad o de paridad opuesta. Las My resultan ser +1, con signos iguales u opuestos
respectivamente.
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10.3 Ecuacién de Mathieu
Veamos un ejemplo de resonancia paramétrica en la ecuacion de Mathieu
F+w?[l+r cos(2t)) x =0

En esta ecuacién el periodo de variacién de la frecuencia es T' = w. Para cumplir con la
condicién de resonancia elegimos w, = 1. Vamos a resolver numéricamente la ecuacién®

Z+(140.3 cos(2t)) =0

La siguiente Figura muestra soluciones con distintas condiciones iniciales.

Si en cambio elegimos w, = .5, con las mismas condiciones iniciales obtendremos

estabilidad:

5
/SN

8. En Mathematica usar, por ejemplo:

NDSolve[{x”[t] + (1 + .3 Cos[2 t]) x[t] == 0, x[0] == 1, x’[0] == 0}, x]t], {t, -30, 30}]
Plot[Evaluate[x[t] /. %], {t, -30, 30}]

94



11 Cinematica del cuerpo rigido

11.1 Angulos de Euler

Un cuerpo rigido libre de vinculos tiene seis grados de libertad, que pueden descom-
ponerse en tres grados de libertad traslatorios y tres rotatorios. Podemos usar tres
coordenadas que describan la posicion de un punto del cuerpo, por ejemplo su centro
de masa, y otras tres que describan la orientacion del cuerpo respecto de un sistema de
referencia. Para este ultimo fin, elijamos una terna i., J., k. fija al cuerpo. A medida
que el cuerpo rote, esta terna cambiard su orientacion en el espacio. Introduciremos los
angulos de Euler ¢, 6, ¢ para describir la orientacion de la terna i, j., k..

N
a

ko o

\ N,
\

|/
~.

R\
e

%
1 ' : linea de nodos

~

En la Figura vemos un sistema de referencia en color azul, cuyos versores son (i, j, k).
Por otro lado, en color rojo vemos la terna fija al cuerpo. La linea de nodos en color
verde corresponde a la interseccién de los planos x,y de ambas ternas.

Los angulos de Euler se definen de la siguiente manera:

¢: es el dangulo entre i y la linea de nodos (que indicaremos con i )

0: es el angulo entre i y k.

¥ es el dngulo entre la linea de nodos y i,
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Para familiarizarnos con los angulos de Euler debemos pensar como debe girar el
cuerpo para que cada uno de los dngulos varie, y los otros dos permanezcan fijos. Si el
cuerpo rota alrededor de lAcc, entonces 1 varia y ¢, 6 permanecen fijos. Para que varie
¢ (es decir, para que se corra la linea de nodos) sin que varien 6, ¢ el cuerpo debe
rotar alrededor de k. Para que varie 6 sin afectar los otros angulos, el cuerpo debe
girar alrededor de la linea de nodos (es decir, alrededor de i'). Dada una orientacién

~ ~

(Z¢, Je, ke) cualquiera, veremos que existe una matriz de rotacién que conecta (2, j, k)
con (ic, Je, ke).

11.2 Grupo de rotaciones

Repasemos la rotacién en un plano

o>

]'v ]

= cos¢pi' —sing 7’
= sing i1’ +cos¢ )’

oy
|

La transformacién de los versores implica una transformacién de las componentes de los
vectores:

V=V,i+V,j=(V, cosp+V, sing)i’+(=V, sinp+V, cos¢) j’
es decir,
V.,) = V, cosp+V, sing

V! = =V, sing+V, cos¢
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11.2 Grupo de rotaciones

Vi \ cos¢  sing Ve
V,) )\ —sing cos¢ Vy

que escribiremos en notacion compacta

o bien,

V>'= Ry |V >

Noétese que trasponer Ry es igual a cambiar ¢ por —¢, lo que significa revertir la rotacién.
Es decir, que Rl = R;l.

En general las matrices d x d tales que
RTR=1

tienen la propiedad de dejar invariante el producto escalar euclidiano entre vectores
d-dimensionales:

Al B/+A/B/+.. ="<AB>=|A>'" |B>' = (R|A>)" R|B>
= |A>"T RTRIB>=<AR"R|IB>=<AB>= A, B,+A, B, + ...

Como los determinantes de una matriz y su traspuesta son iguales, la igualdad RT R =1
implica que
det R = +1

Si multiplicamos dos matrices tales que RT R = 1 obtendremos otra matriz de ese mismo
tipo; en efecto,

(RiRy)" (RiRy) =R RT RIRy =R 1R, =R Ry =1

Esta propiedad es esencial para que este tipo de matrices constituyan un grupo.!

1. Un grupo G es un conjunto de transformaciones dotado de una composicién (en nuestro caso el
producto de matrices) asociativa y cerrada (la composicién de elementos de G estd en G), con elemento
unidad y tal que cada elemento de G posee inversa en G.

Las matrices d x d tales que R 7 = R~! forman el grupo ortogonal O(d). El subgrupo con det R = 1
se denomina SO(d) (special orthogonal group); si d = 2 é 3 es el grupo de rotaciones. Las rotaciones
no conmutan, salvo que sean rotaciones alrededor de un mismo eje. Las transformaciones de O(d) con
det R = —1 implican cambios de orientacion de la base de versores (en d = 3 la terna derecha cambia
a terna izquierda).
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A

11.3 Relacién entre (2,7, k) y (ic, Je, ke)
Como dijimos, existe una matriz de rotacién de 3 x 3 que conecta (2, J, 12;) con (ie, Je, I%c)
Para construirla, la descompondremos en tres pasos:

1) (@5 k) = @",5" k)

Comenzaremos por una rotacion de angulo ¢ alrededor de k=Fk"' para llevar ¢ hasta
la linea de nodos 7 ’. Es una rotacién que actia en el plano x,y de las ternas de partida
y llegada. Entonces la correspondiente matriz de rotacion es

cos¢ sing 0
Ry=| —sing cosgp O
0 0 1

V >'= Ry |V >

2) (i,,j/,k/)—)(i”,j”,k//)

Ahora realizaremos una rotaciéon de angulo # alrededor de la linea de nodos 7’ =7
para llevar k" hasta k" = k.. Es una rotacién en los planos y, z de las ternas de partida
y llegada. La matriz de rotacion es

"

1 0 0
Ry = 0 cosf sinf
0 —sinf cosd

|V >"=Ry |V >'=Rg Ry |V >

3) (1,3" k") = (e, Jor ke)

Finalmente haremos una rotacién de dngulo ¢ alrededor de k ” = k, para llevar i 7,7 "
a coincidir con 7., J.. Es una rotacion en los planos z, y de las ternas de partida y llegada.
La matriz de rotacién es

cos® siny 0
Ry=1| —siny cosy 0
0 0 1
|V >= Ry |V >"=Ry Ry |V >'=Ry Ry Ry |V > (11.1)
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Por lo tanto, la rotacién que transforma las componentes de un vector V en la terna
(2,7, k) en las componentes del mismo V' en la terna (i, j., k.) es

R=Ry, Ry R,

donde ¢, 6, 1 son los dngulos de Euler de la terna (i, J., l%c) relativos a la terna (7, 7, l%)

11.4 Velocidad de rotacion

Decimos que un cuerpo rigido rota cuando cambia su orientaciéon respecto del sis-
tema de referencia. El cambio de la orientacién estd medido por las derivadas gz'S, 9, .
Con ellas podemos definir un vector velocidad de rotacion ). Para ello deberemos tener
en cuenta cudl es el eje de rotacién correspondiente a la variaciéon de cada angulo de
Euler, segin se vio en los tres pasos anteriores. Entonces

Q=¢k+60i"+9 ke (11.2)

Tanto las velocidades generalizadas ¢, 8, ¢ como las direcciones de 7/, k. pueden variar
con el tiempo. De modo que la direccién de €2 también lo hara, definiendo asi un eje
instantaneo de rotacion.

Convendré descomponer €} en una misma terna, ya sea la (1,7, /;;) o la (i, Je, /2:6) Es
muy facil descomponer 2’ ya que la linea de nodos pertenece a los planos x,y de ambas
ternas (ver la primera Figura):

i'=cos¢i+sing ] (11.3)
i = cosv i, —siny 7. (11.4)

En cambio, las proyecciones de k sobre los versores (i, J., k.), asi como las proyecciones
de k. sobre los versores (i, , k) no resultan tan evidentes. Por eso nos valdremos de la
matriz R:

i) Las componentes de k en la base (1, 7, /%) son (0,0,1). Para obtener sus componentes

~

en la base (i, J., k.) recurrimos a la ecuacién (11.1):

0 0 0 sin v sin 6
k>‘= Ry RyRy | 0 | =Ry Ry | 0 | = Ry [ sinf | =[ cosysind
1 1 cosf cosf
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que significa?

k= siny sinf 7. + cosy sinf j. + cos 6 k, (11.5)

ii) Para obtener k. descompuesto en la base (7, 7, 12:) partimos de

|/{ZC >C= R¢ Rg R¢ |]{IC >

En esta ecuacion conocemos el lado izquierdo; las componentes de k. en la base (icy Je, l%c)
son (0,0,1). Entonces

0 0 0 sin ¢ sin 6
lke>=R,'R,'R) | 0 | =R;RGR, | 0 | =R;Ry | 0 | = —cos¢sind
1 1 1 cos 6
El resultado es?
k. = sin¢sind i — cos ¢sinf j+ cosf k (11.6)

Notese el intercambio de roles entre (11.5) y (11.6): ¢ <— —1, 6 <— —0.

Tenemos dos formas de reescribir la velocidad de rotacién (11.2):

I) Usamos (11.4) y (11.5) para escribir { proyectada en la base del cuerpo:
Q:QI ic+Q2 jc+Q3 ]%c

resultando

Q = qﬁ sin 6 sin@b—i—é cos Y
Qy = ¢ sinf cosy — 0 siny (11.7)
Q3 = ¢ cosf+

IT) Usamos (11.3) y (11.6) para escribir (3 proyectada en la base del sistema de referencia:
Q=Q,i+Q, j+0 k

resultando

2. La proyeccion cos 6 sobre el versor k. es evidente en la primera Figura. Las otras dos proyecciones
se infieren de la ortogonalidad de k con respecto a la linea de nodos (11.4).
3. Se verifica la ortogonalidad respecto de la linea de nodos (11.3).
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11.5 Cinematica del cuerpo rigido

Q, = 4 sinf sind+0 cosgb
Q, = —w sin 6 cosqb—l—@ sin ¢ (11.8)
0, = vYcosh+¢

Noétese que podemos pasar de (11.7) a (11.8) mediante el cambio ¢ <— —1), 0 «— —0,
t +—— —t.

Ejemplo: en un movimiento plano, como la rotacion de un plato alrededor del eje
perpendicular al mismo, es posible hacer coincidir las direcciones de Q ki y k.. En tal
casoes 0 =0,y Q= (¢ + 1)) k = (¢ + 1) ke. Como k = k,, la linea de nodos no queda

determinada; ¢ 4 1 no es mas que el angulo entre 7 y 2.

11.5 Cinematica del cuerpo rigido

En 1775 Euler demostré que dos configuraciones diferentes de un cuerpo rigido con
un punto fijo (articulacién) pueden ser siempre conectadas por medio de una tnica
rotacién alrededor de un eje que pasa por el punto fijo. La direccién de ese eje es la
de aquellos vectores que son invariantes ante tal rotacion. El teorema de Euler probaba
que las rotaciones forman un grupo, en el sentido que las dos configuraciones podrian
conectarse mediante pasos intermedios que también involucrarian rotaciones. Por otra
parte, el teorema permitia ver el movimiento de un cuerpo rigido con un punto fijo como
una sucesion de rotaciones infinitesimales alrededor de sucesivos ejes instantaneos de
rotacion.

Recordando que las velocidades de dos puntos O y P de un cuerpo rigido en un
movimiento arbitrario siempre cumplen que

77P:170—|—Q><(7?p—7_"0)
vemos que
Q-Tp =070

de donde concluimos que si un punto O tiene velocidad perpendicular a () entonces
todos los puntos del cuerpo tienen velocidad perpendicular a €2. En ese caso podemos
encontrar un punto F tal que v = 0. En efecto, la posicién de E debe cumplir que

—
—

0=1dvp+ QX (Fg—T0) ;
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como Up L €, la ecuacién para rg tiene solucién. Una posible solucion es tal que
g — To L 1p.? En la Figura vemos una forma de resolver, donde |7z — 7o| = vo /.
Pero la solucion no es tnica; cualquier otro punto perteneciente a la recta paralela a €2

—

o

que pasa por E también tiene velocidad nula (en el instante considerado). Esa recta es
el eje instantaneo de rotacion.

Si Q- vo # 0, entonces podriamos pasar al caso anterior mediante un cambio de
sistema de referencia. El nuevo sistema S / deberfa trasladarse con velocidad V paralela
aQ para absorber la componente de vy paralela a Q; es decir, V = Q-UO /€. Esto ensena
que el movimiento mas general de un cuerpo rigido se descompone en cada instante en
una rotacion alrededor del eje instantaneo y una traslacion a lo largo del mismo eje
(movimiento tipo tornillo). Este es el contenido del Teorema de Chasles (~ 1830).

4. El punto F podria estar fuera del cuerpo real; aun asi debe ser visto como solidario con el
movimiento del cuerpo real.
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12 Tensor de inercia. Ecuaciones de
Euler

12.1 Momento angular del cuerpo rigido

La velocidad de los puntos de un rigido se escribe @ = #ip + Q x (7 — 7). Calculemos
el momento angular del cuerpo rigido respecto de un punto O que pertenece al mismo:

Lo = Y m (7 — o) x @ = Zml (7 — 7o) x (7o + G x (7 = 70))

= M(ﬁCM—To)Xvo—i-Zmi Tio><(QX7_‘20>

i

El primer término se anula si O esta fijo o si O = CM. En el segundo término preferire-
mos ver al cuerpo como una distribuciéon continua de materia:

Lo = /(5m Fx(Qx7), O es un punto fijo del cuerpo o su CM  (12.1)

donde 7 es la posicion de dm relativa a O. El doble producto vectorial cumple que
Fx(Qxm)=Qr?—7(Q-7)
En particular, la componente x de Eo es
Lo, = /5m [Q (@ + 9> +2) —2 (Qx+Q, y+ Q. 2)]

- /5m Q. (V¥ +2%) —Qyzy—Q, o 2]

y del mismo modo con las restantes componentes de Lo En suma, hay una relaciéon
lineal entre las componentes de Lo y las de Q pero Lo y () no son necesariamente
paralelos.
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12.2 Tensor de inercia
La relacién lineal entre Eo y Q se puede expresar en forma matricial:
Lo > = Ip |2 >, O es un punto fijo del cuerpo o su C'M (12.2)

donde I es el tensor de inercia, que contiene informacién sobre la distribucién de la
masa del cuerpo,

[ om (y* + 2?) — [om zy — [om zz
Ip = — [omazy  [om (2* + 2?) — [om yz
— [om zz — [om yz [ om (2% +y?)

Las componentes del tensor de inercia son

Io = /5m (r? O — Ty T,)

donde r? = 22 + y? + 22. El elemento de masa dm se expresa en términos de la densidad
de masa p(7) como dm = p(r) dV; asi la integracion se realiza sobre el volumen V del
cuerpo.

Propiedades

El tensor de inercia es simétrico (Io uw = lo vyu), ¥ es aditivo (el tensor de inercia de
un cuerpo se puede descomponer en la suma de los tensores de inercia de sus partes).

Las componentes diagonales son positivas y se llaman momentos de inercia. Son
iguales a la suma de los elementos de masa dm multiplicados por los cuadrados de sus
respectivas distancias a los ejes cartesianos que pasan por O (recordemos que z,vy, 2
vienen de las componentes cartesianas de 7). Asi, por ejemplo, y? + 22 en Iy 4, no es
mas que el cuadrado de la distancia de dm al eje x que pasa por O. Cada momento de
inercia no puede superar la suma de los otros dos:!

IOer[oyy:/dm (:c2—|—y2—|—222)>/5m (2 +yH) =1Io ..

Las componentes fuera de la diagonal se llaman productos de inercia. Si la dis-
tribucion de masa es simétrica respecto de un plano cartesiano que contiene a O, digamos
el plano x —y, esto significa que por cada elemento de masa ym ubicado en (z,y, z) habra
un elemento de igual masa ubicado en (x,y, —z) (recordemos que éstas son las posiciones
medidas desde O). Esto anulara las sumas >, m; x; z; vy Y, m; y; 2; es decir que se
obtendrd Ip . =0 = Ip 4.

1. Si todas las particulas del cuerpo pertenecen al plano z = 0, entonces vale que Io zo+10 yy = 10 2.
Si todas las particulas se sittian sobre el eje z, entonces Io yo = Io yy = f om 22, Ip 5, = 0; el cuerpo
se denomina rotador, y por ser un segmento recto sélo tiene dos grados de libertad de rotacion.
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12.3 Ejes principales de inercia

Como sucede con los vectores, las componentes de los tensores dependen de la orien-
tacion de los ejes cartesianos. En el caso del tensor de inercia, un cambio en la orientacion
de los ejes cartesianos modifica los valores de las componentes z,y, z de los vectores
T;0, y con ello modifican las componentes de Ip. En particular se pueden elegir ejes
cartesianos tales que Iy resulte diagonal. En efecto, como Iy es simétrico entonces
posee autovectores ortogonales. Si los ejes cartesianos se eligen en la direccién de los
autovectores, entonces Ip quedard diagonalizado. Los ejes cartesianos que diagonalizan
el tensor de inercia se llaman ejes principales de inercia.

La existencia de simetria alivia o directamente evita resolver el problema de autovec-
tores para diagonalizar el tensor de inercia. Cuando la distribucién de masa posee un
plano de simetria que contiene a O, entonces uno de los ejes principales de I es per-
pendicular al plano de simetria. En efecto, ya vimos que si x — y es el plano de simetria
entonces resulta Ip ., = 0 = Ip ,.; la nulidad de las componentes no diagonales del sec-
tor z dice que el eje z es un eje principal de Ip. Asi quedard por diagonalizar el bloque
x —y de Ip. Debe notarse que el C'M esta contenido en todo plano de simetria. Por lo
tanto, en el ejemplo anterior el eje z serd también un eje principal de Ioj,. Si hubiera un
segundo plano de simetria tendriamos entonces un segundo eje principal para I¢,/, v el
tercer eje serfa perpendicular a los dos anteriores. Veremos enseguida que si O pertenece
a un eje principal de Iy, entonces I v Iy comparten ejes principales (ver Teorema
de Steiner). Pero en un caso mas general, los ejes principales de I tendran direcciones
diferentes de los de I¢y,. Cuando un cuerpo tiene simetria de revolucion, entonces el
eje de la simetria es eje principal de I¢ys, v los otros ejes son dos ejes perpendiculares
cualesquiera en el plano perpendicular al eje de simetria (hay degeneracién).

Los autovalores I, I, I3 del tensor de inercia se denominan momentos principales
de inercia. El cuerpo se llama trompo asimétrico si I; # I, # I3, trompo simétrico
si Iy = I, # I3, y trompo esférico si [; = I, = I3. En el ultimo caso la degeneracion

es completa, y cualquier direccién es un eje principal.

A continuacién vemos una lista de momentos principales de inercia de I, para cuer-
pos de uso frecuente:

esfera (radio R): [ =1, = I3 = %]\4}%2
cubo (lado L)Z ]1 = 12 = ]3 = 1]\4.[/2

6

cilindro (radio R, longitud L): [} = I, = % <R2 + L—2), I3 = LM R?

cono (base de radio R, altura L): I} = I, = 34 <R2 + L—2> , Is = 13—0]\4R2
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12.4 Teorema de Steiner

Io no solo es sensible a la orientacion de los ejes cartesianos; también lo es a la
eleccién de O. Veamos cudl es la relaciéon entre Ip v Ioy, (a igual orientacion de los ejes
cartesianos). Sea

a la posicion de O respecto del CM

7 =7, o (como hasta aquf)

P =T

Entonces 7= 7' —d. Si reemplazamos en 7 x (ﬁ ), que es la expresién que da lugar
a IO)

”x(ﬁxf) = (F'—ad)x < >

= P (QxF)—ax (QAxF) =7 x (Qxad)+adx(Qxa)

Los términos segundo y tercero no contribuyen al tensor de inercia pues

/5mF':0

(los 7' estdn medidos respecto del C'M; por lo tanto la integral resulta igual a M
multiplicado por la posicién del C'M respecto de C M, que es cero). Por otro lado, el
primer término da Icys v el cuarto término es

—

x (Qxad)=0a>—a(Q-a)
que tiene la estructura ya estudiada. Entonces obtenemos el Teorema de Steiner:
Io w=Icvm w+M (a25,“, — aua,,)

donde usamos que [ dm = M. El teorema dice que Ip se descompone en la suma de
Icy maés el tensor de inercia de una particula de masa M ubicada en O (pues @ es el
vector que une el C'M con O).

Si los ejes elegidos son los ejes principales de Iy, entonces Ip permanecera diagonal
siempre que a,a, lo sea; es decir, a, deberfa tener una tnica componente no nula, lo
que significa que O deberia estar sobre uno de los ejes principales. En otro caso, los ejes
principales de Ip no coinciden con los de Iy,.

12.5 Descomposicion del momento angular en ejes
principales

La relacién lineal (12.2) entre el momento angular Lo v la velocidad de rotacién Q,
cuando O es un punto fijo del cuerpo o su CM, puede ser descompuesta en cualquier
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12.6 Dinamica del cuerpo rigido. Ecuaciones de Euler

terna de ejes, independientemente del sistema de referencia donde se miden EO y Q. Si
elegimos la terna de los ejes principales del cuerpo, que llamaremos €, €5, €3, entonces
la ecuacién (12.2) queda

LO 1 IOI 0 0 Ql
LO 2 = 0 IOQ 0 QQ
Lo s 0 0 o Q3
o bien
LO — ]Ol Ql él + _[02 QQ éQ + _[03 Qg é3 (123)

donde O es un punto fijo del cuerpo o su_ CM. Lo y Q son paralelos sélo si tienen la
direccién de un eje principal (es decir, si € es autovector de Ip). Por ejemplo, si tienen
la direccién de é; entonces es LO = 1o Q.

12.6 Dinamica del cuerpo rigido. Ecuaciones de Euler

Hemos visto que para todo sistema de particulas que interactien con fuerzas f;; || 77;
vale que

donde O es un punto fijo del sistema de referencia inercial S o el C'M del sistema de
particulas. Un sistema S, fijo al cuerpo rota con velocidad €2 respecto de S. Entonces,
el teorema de la derivada relativa nos permite escribir

do

Next |S + Q X LO (124)

En el sistema fijo al cuerpo la distribucién de masa no cambia; por lo tanto no cambian

los momentos principales de inercia ni los ejes principales. Entonces, usando (12.3),
dLo - - .
1% T = Toy €1+ Loy 2 €2+ Tog (23 €3

que vale cuando O es un punto fijo del cuerpo o su CM. En suma, descomponiendo la
ecuacién (12.4) en los ejes principales del cuerpo obtenemos las ecuaciones de Euler

Next = o Ql + (Ios — Log) 2 Q3
N = oy Oat (s — Iog) 2 (12.5)
Nm = Io3 Q3+ (Ioz — Lo1) 1

validas cuando O es el CM o es un punto del cuerpo que estd fijo en el sistema de
referencia inercial S. Estas ecuaciones gobiernan la rotacion del cuerpo rigido.
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12.7 Energia cinética del cuerpo rigido

N 2
Uo—i-QX’T_’;O

1 & 1
T = §;mivf:§;mi

1 N 1
= = M i_»'Q'X_‘z’ 5 i
vo—l—izlm Uo - ( TO>+22~21m

. 2
Q x Tio

2

El segundo término se anula si O es un punto fijo del cuerpo o es su CM (pues
> m; Tiep = 0). Para el ltimo término usaremos la propiedad ciclica del producto

mixto,
2

’Qxﬁo — (@ x 7o) (G x 7o) =0 [Fo x (3 x 7o)l

donde reconocemos el factor 7x (Q X ) que determina el momento angular (12.1) cuando
O es un punto fijo del cuerpo o es su CM. En tal caso la energia cinética resulta

1 1 -~ = 1 1

T=-Muvi+-Q-Lo==-Muv3i+= <QIp Q>

2 2 2 2
Vemos que la energia cinética de rotacion se escribe en términos de las proyecciones de
Q) sobre los ejes principales como

1 1 1

Trot:§ o1 Q%‘Fﬁfoz Q§+5103Q§

que se puede expresar en funcién de los angulos de Euler y sus derivadas.

12.8 Formalismo Lagrangiano

Las ecuaciones de Euler pueden obtenerse también dentro del formalismo Lagrangiano.
Sin embargo la comparacién entre los sistemas de ecuaciones respectivos se complica
porque las fuerzas generalizadas asociadas a los dngulos de Euler, los torques Q 4, Qg, Qy,
no se relacionan en forma directa con las componentes N§*, N&%, N&™ del torque. Esto
se debe a que ¢, 0 no corresponden a rotaciones en torno a la terna fija al cuerpo. Sin
embargo 1 representa una rotaciéon en torno a ke = é3; de modo que N&% = Q.2
Entonces la ecuacién de Lagrange para 1,

d (oTy _or_
dt \oy) oy Y
2. Como se vio en §2.1, en un cuerpo rigido sélo las fuerzas externas contribuyen a las fuerzas genera-
lizadas.
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deberia coincidir con la tercera ecuacién de Euler (y las otras dos ecuaciones de Euler se
obtendrian permutando ejes). Veamos que efectivamente es asi; usando (11.7) tenemos
que por un lado es

aT’I‘Ot aQ3
— =1, — = Ip3 N
90 03 3%3 0 03 343
y por otro lado es
oT,, 0N o)
8¢t = Ioq (4 8_J+102 92 8_@/)22101 O Qy — Tos 2y

Entonces la ecuacién de Lagrange para 1 da lo que esperdbamos:

Ios Q3+ (Ios — Toy) Q1 Qy = Qy.
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13 Trompo simétrico

13.1 Trompo asimétrico libre de torques

Comenzaremos utilizando las ecuaciones de Euler para estudiar cuerpos libres de torque.
Recordemos que esas ecuaciones son validas cuando O es el C'M o es un punto del cuerpo
que permanece fijo en el sistema de referencia inercial. Pediremos entonces que se anule el
torque ]\75” respecto de un centro de momentos O con esas caracteristicas. Por ejemplo,
si despreciamos la interaccion con el aire, podemos afirmar que un cuerpo lanzado por
el aire esta actuado sélo por la fuerza peso; en tal caso se anula el torque respecto del
CM*!

Si un cuerpo libre de torques rota inicialmente sobre un eje principal, digamos el eje
3 (es decir, si Q;(0) = 0 = Q5(0)), tendremos que las ecuaciones de Euler dicen que
inicialmente se cumple que

0= (0, 0=(0), 0= 3(0) ;

por lo tanto el cuerpo seguira rotando sobre el eje 3 con velocidad constante €23, con-
servando el momento angular Lo = Ip3 (23 é3. Nos interesa saber si esta situacién es
estable o no. Para ello perturbaremos €2, {29,

0 = 51@) ) Qy = €2(t) )
y desarrollaremos las ecuaciones de Euler a primer orden en las perturbaciones:

0 = Ios &1+ (los — Ios) €2 €23
0 Tog éa 4 (lo1 — los) €1 23
0 Tos €23

12

La tercera ecuacion dice que €23 es constante a primer orden en las perturbaciones. Para
desacoplar las ecuaciones para £1(t) y eo(t), derivamos la primera y reemplazamos la
segunda:

(Ioz — Lo2)(Ios — Io1) O3 .

0= &+
! Ioy 1o

1. El torque del peso respecto de un punto O es ]\78“ =[Fxémg=|[[om7]xg=M Reni—o X g,
pues los 7 son posiciones relativas a O. El resultado permite ver al peso M ¢ como una fuerza aplicada
en el CM. Sin embargo, esto sélo es correcto bajo la aproximacién de campo gravitatorio uniforme.
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Vemos que £1(t) oscila (situacién estable) si

(los — log)(loz — Lo1) > 0 (13.1)

Lo mismo sucede con €5(t). En ese caso ambas perturbaciones oscilan con una frecuencia
dada por
. (Los — Io2)(1os — Lo1) 5
loy Ios
En caso contrario tendriamos un crecimiento exponencial de las perturbaciones (mientras
valgan las aproximaciones realizadas).

El resultado (13.1) dice que en el trompo simétrico (por ejemplo, una pelota de rugby)
la rotacién vecina al eje de simetria es siempre estable. En el caso general de un trompo
asimétrico hay dos casos estables y uno inestable. Es inestable la rotaciéon alrededor del
eje correspondiente al momento principal de inercia de valor intermedio:

Iy =M (b*+c¢?) /12
Topyy =M (a*+c?) /12 Ty Teay™Lears

Ly =M (@457 / 12

estable inestable estable
Videos

Inestabilidad de la rotacién alrededor del “eje intermedio”
https://www.youtube.com/watch?v=gkDHp7I7Cgg
https://www.youtube.com/watch?v=—2cMmwIKTJIM
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13.2 Trompo simétrico libre de torques

13.2 Trompo simétrico libre de torques

El problema anterior tiene solucion exacta si el trompo es simétrico. Si
Ioy = 1Ioy = Io
las ecuaciones de Euler en ausencia de torque respecto de O resultan

0 = Io U+ (Ios—1o) Qy Qs
0 = IO QQ + (IO - 103) Ql Qg
0 - 1—03 Qg

La solucién exacta es 2

2 = A cos(wt+9)
Oy = A sin(wt +9)
Q3 = cte (13.2)

con ; ;
Io

Nétese que |Q| es constante. Como también (23 es constante, entonces es constante
el angulo que forma la direccion del eje instantaneo de rotaciéon dada por Q) con el
eje principal 3. Como Ql = 1 é1 + Qs €5 es un vector de médulo constante A que
se mueve con velocidad angular constante igual a w, lo mismo sucede con 0.3 En el
sistema fijo al cuerpo de ejes principales, el vector O precede alrededor del eje principal
3; el extremo de ) describe una circunferencia alrededor de é;. El momento angular

w =

3 (13.3)

AR

Lo = Ip Q1 + Ips Q3 €3, que se conserva en el sistema inercial, estd contenido en el
plano formado por el eje de simetria del cuerpo y el eje instantaneo de rotacion.

2. El acople de las ecuaciones determina que 1 y Qs oscilen con igual amplitud y desfasadas en /2.
3. Nétese que se conserva la energfa cinética de rotacion T, = (1/2)(Io |Q1]? + Tos 932).
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A modo de ejemplo, digamos que la precesiéon de ) alrededor del eje de simetria del
cuerpo es un fendomeno que tiene un efecto en la relacién entre nuestro planeta Tierra y
la boveda celeste. La Tierra estd sometida a pequenos torques respecto de su C'M por
parte de la Luna y el Sol, que se pueden ignorar en una primera aproximacion. Ademas,
la Tierra es bastante fielmente un trompo simétrico. Entonces vale el resultado obtenido,
y podemos decir que el eje instantaneo de rotacién de la Tierra precede alrededor de su
eje de simetria que une los polos geogréficos (en efecto, existe un pequeno dngulo entre
ambos ejes). ;Hay alguna evidencia empirica de esta precesion? Si la hay pues, como
consecuencia, el eje de rotacion de la béveda celeste, que tiene la direccién de Q, precede
alrededor de la recta que une los polos geograficos. La precesion de Chandler (1891)
tiene un perfodo de 427 dfas.* En 1749 Euler habia estimado un perfodo de 306 dias;
como el dngulo entre ) v é; es muy pequeiio, se puede decir que 3 ~ 27 /(1 dia) y asi
tenemos el valor de w:

. ICM 3 — ]CM 1 2w 27

R 37306 1dia 306 dias

donde (Ien 3 — Ion)/Iear =~ 1/306 resulta del achatamiento polar del globo terrestre.
La discrepancia entre el valor estimado y el valor observado se atribuye a que la Tierra
no es un cuerpo rigido (tiene un nicleo fundido, océanos que son deformados por fuerzas
de marea, etc.).

Las evoluciones de los angulos de Euler deberian surgir de las relaciones entre los
mismos y €2, s, Q3 (cuyas evoluciones acabamos de obtener); esas relaciones son

0y = ¢ sinf siny + 6 cosyp

Qs b sin® cosy — 6 siny
Qy = ¢ cosl+1 (13.4)

Recordemos que estas relaciones provienen de esta otra:
Q=¢k+0i"+9 ke (13.5)

que esta representada en la siguiente Figura:

4. No confundir con la precesion de los equinoccios, que tiene un periodo de 25776 anos y es producida
por los torques ejercidos por la Luna y el Sol.
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- A
O 9 Az linea de nodos

Ahora bien, los valores de los angulos de Euler dependen de cémo se eligen la terna fija
al cuerpo (en nuestro caso es la terna de ejes principales) y la terna inercial i, 7, k. Hare-
mos una eleccién de k que sera la mas simple para caracterizar el angulo . Aprovechando
que EO se conserva, usaremos un sistema inercial cuyo eje z esta orientado como EO;
entonces Lo = Lo k. En ese caso, la relacién |Lo > = Ry,RsR, |Lo > resulta

Lo, 0 Lo sinfsin
Loy = RyRyRy 0 = | Losinfcosvy
LO3 LO LO cos 6

y como Lo, = Ip 1, Los = Ip Qs, Los = Ips 13, tendremos que

Io 2y = Lo sin@ siny
Io Qs = Lo sinf cosvy
Ios Q3 = Lo cosf (13.6)

De los resultados obtenidos para {2, {1y, 23 sabemos que {23 es constante; entonces la
ultima ecuacién implica que 0 es constante

Ios Q
cosf = -3 — e (13.7)
Lo

Esto significa que el angulo entre el eje é3 y el vector Lo es constante: el eje de simetria
del trompo precede alrededor de Lo.°

5. Para un rotador el resultado es § = /2, pues Ips = 0. El rotador libre de torques gira en el plano

perpendicular a Lo. Tanto el rotador como el trompo esférico satisfacen que Lo = Ip Q. Por lo tanto,
en estos dos cuerpos la conservacién de Lo equivale a la conservacién de §2.
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Sabiendo que 8 = 0 ¢ y comparando las primeras (o las segundas) ecuaciones en (13.4)

y (13.6), se obtiene que la precesion del eje de simetria del trompo é; alrededor de la
dlrecmon de LO, que viene dado por el corrimiento de la linea de nodos a velocidad ¢,
es uniforme con velocidad

. Lo
== 13.8
> (133)
Dividiendo la primera y segunda ecuacién en (13.6) se obtiene
Q
Q—j = cot

y usando la solucién (13.2)

tan(wt + 0) = cot ¢» = tan (g — 1/;)

es decir que el giro alrededor del eje é5 se realiza a velocidad constante
§=-

Reemplazando estos resultados en (13.5), donde k. es el eje de simetria é3, obtenemos

O estd en el plano formado por EO y el eje de simetria é3. A la vez que el eje de
simetria precede alrededor de f/o con velocidad constante gzﬁ = Lo/Ip, €l cuerpo gira
alrededor de é3 con velocidad constante w = —w. Estas dos velocidades constantes estan
determinadas por las condiciones iniciales (Lo y w son dos constantes de integracién). El
valor de gb se relaciona directamente con el moédulo del momento angular, mientras que
la relacion entre ambas velocidades determina el angulo 6 entre Eo y el eje de simetria:

¢ —w Q3 Io — Ios
L= = (], -1 2 -2 o 0
[I,g ( o] 03) [ [ 3 COS

donde usamos (13.3) y (13.6). Por lo tanto, los valores de ¢ y ¢ (o los valores Lo y w)
caracterizan completamente al vector L.

En suma, hemos mostrado que el eje instantaneo de rotacién precede alrededor del eje
de simetria é3, y este eje de simetria a su vez precede alrededor de la direccion de Lo.
Esto ocurre de tal forma que O permanece en el plano formado por Lo y é3; este plano,
que es perpendicular a la linea de nodos, gira con velocidad <b = Lo/lp. La Figura
muestra el comportamiento de los tres vectores en el sistema inercial para los casos de
trompo simétrico alargado y achatado (se escogié un valor positivo para {23):

6. Puede sorprender que no haya otra posibilidad para 0 que la de anularse. Esto es una consecuencia
de haber elegido el eje z en la direccion de Lo.
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:[ ] 3 < —‘[ o I/Q _Sv I o

z ¢ N
o] £v/1. A
~
AR D

©
linea de nodos 1O linea de nodos ~Q) %\ 3
La velocidad ¢ = —w, el giro alrededor del eje 3, significa que el eje principal 1

(también el eje 2) pasa por la linea de nodos con un periodo 27 /|w|. Como la linea de
nodos es perpendicular al plano que contiene a Lo y €2, este plano precede alrededor del
eje 3 con velocidad w, como se vio al comienzo de esta seccion.

Videos

Rotacién del trompo simétrico libre de torques (casos alargado y achatado)

https://www.youtube.com/watch?v=s9wiRjUKctU
https://www.youtube.com/watch?v=PDLXVSkDFVk

13.3 Trompo simétrico con punto fijo bajo la accion de
la gravedad
Consideremos un trompo simétrico con un punto fijo O en un campo gravitatorio

uniforme. Elegiremos el eje z de la terna inercial en la direccion vertical. Su Lagrangiano
es

< QIp|Q > —mgl cosb

DN | —

1
Io (2 4+Q3) + 5 los Q2 — mgl cosd

N = N

. . 1 . .
Io (6 + ¢*sin® ) + 3 Ios (¢ cos® +1h)* — mgl cosf
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Como las coordenadas ¢, son ciclicas entonces se conservan

Do = gf;_lo $sin® 0 + Ios (¢ cosh+1)) cosf
oL
Py = 31/} = Ios (¢ cosf+ 1)) = Ips Q3 = Los

Asf como es py = Los, también se puede mostrar que p, = Lo..” Las conservaciones de
Lo, v Los se deben a que el torque del peso respecto de O tiene la direcciéon de la linea
de nodos, que es perpendicular al plano determinado por k y é3 (por otro lado, la fuerza
de vinculo aplicada en O no realiza torque alguno respecto de O).8

Junto a esas dos magnitudes conservadas tenemos ademas la conservacion de la energia

E = % Io (92+¢251n29)+% Ios (¢ cos B+ 1))% +mgl cosf

con lo que logramos tres primeras integrales de movimiento que nos ayudaran a resolver
el problema.

Usaremos la conservacion de pg, py para resolver ¢, v en funciéon de 6:

. Lo.— L 6
R (13.9)

Ip sin?6

L03 _ LOz cot 6 i L03

t2 6 13.10
]()3 IO sin 6 ]O 0 ( )

Y =

7. Habiamos visto la descomposicién k= sinysind 7. + coswsme Je + cosf k.. Estamos usando
la terna fija al cuerpo de ejes principales €1, é5, €3 donde vale Lo =1Io (1 &1+ Qa &) + Iog Q3 és.
Entonces Lo, = k- LO se obtiene facilmente empleando las expresiones de 21, Q25,3 en funcién de los
angulos de Euler.

8. De acuerdo al teorema de Steiner, Ip e Iy, comparten ejes principales. Ademads es Ips = Ions,
mientras que el autovalor degenerado cambia: Ip = Icp + m £2.
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Podemos sustituir estas velocidades generalizadas en la expresién de la energfa,”

1 , Lo.— L ON*| 1 Los’
92+< 0= — 203 08 ) + = =9 4 mglcosd

E==1 -
2 ¢ Io sind 2 Ios

que puede verse como la conservaciéon de la energia de un sistema de un unico grado de

libertad 6, que toma valores en el intervalo [0, 7], con un potencial efectivo

1 Lo,? L 21 Log?
‘/efecziL (1_L_Zi COS@) +§ Izz + mgl cos 6

Loa crece

Las Figuras muestran V.. para dos valores de mgf (menor a la izquierda), y distintos
valores de Los/Lo,. Las curvas rojas corresponden a Los = Lg,.*°

Vemos que Vs posee un minimo en un valor ¢, que depende de los pardmetros del
sistema. Sila energia F es préxima al valor minimo de V.., entonces podemos tratar la
evolucién 0(t) mediante una aproximacién de pequenas oscilaciones. Para ello deberemos
identificar la frecuencia propia de las oscilaciones a partir de la derivada segunda del
potencial en 6,. Como I juega el papel de “masa” en la energia E tendremos

"

2 V;fec(eO)
o IO

9. No hace falta sustituir 1/1 porque el segundo término de E no es més que (1/2) Ips Q3 =
Los?/(2 Ios).
Lo.? 1 Loj?

10. Vefec(ﬂ—/2) = % Io 2 Ios
en las distintas curvas.

. Para realizar la Figura se escogi6 el mismo valor de V, ¢ec(7/2)
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Una vez identificados los valores de 6, y w, que correspondan a los valores de los
pardmetros que caracterizan el potencial Lo, > /Io, Los/ Lo, y mgl—, entonces la solucién
de pequenas oscilaciones sera

0(t) =0, +n(t) ~6,+mn, cos(w.t+ 9)

donde 7, es la amplitud de la oscilacién, que depende de cuanto se aparta E del minimo
de potencial Vere.(0,). Reemplazando esta solucién en (13.9) y (13.10) obtendremos las
velocidades ¢(t) y ¥ (t). Si la condicién inicial para 6(t) es #(0) = 6,, #(0) = 0 (es decir,
E = V.fec(6,)), entonces el eje de simetria del trompo se mantendrd en equilibrio estable
en 6,. En ese caso las velocidades tendran valores constantes ngo y wo En cambio, si 6
oscila alrededor de 6,, también oscilaréan qb( )y ¢( ) alrededor de (bo v 1,. Al primer
orden perturbativo ¢(t) y ¢ (t) se aproximan por

cb

3(0) % ot 221, 1000) — 0] = b+ o, i)

aw 0

90) = G+ S, 1000) ~ 6] = o + % n(t)

Asi ambas velocidades oscilan alrededor de los valores medios ¢, y 1&0.

Como 6 es la inclinacién del eje de simetria del trompo (eje é3) respecto de la vertical,
mientras que ¢ y ¢ representan la velocidad de precesién del eje é5 v la velocidad de giro
del trompo alrededor del eje é3 respectivamente, se concluye que el eje de simetria del
trompo “cabecea” (oscilacién de 6) realizando un movimiento conocido con el nombre
de nutacion. Mientras esto sucede las velocidades de precesién y de giro alrededor de
és sufren también oscilaciones con la frecuencia de la nutacién. La Figura muestra el
movimiento del eje de simetria alrededor de la vertical; el movimiento es el resultado de
la combinacion de nutacion y precesion.

i) En el primer caso la velocidad de la precesion ¢ es siempre positiva; es lo que sucede

i [(90/90)0,m0] < o -
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i) El segundo caso corresponde a \(8¢/ 08)o,m0| = bo: ¢ se anula cuando la nutacién
esta en un punto de retorno.

iii) En el tercer caso es \(8¢ /90)4,1m0] > ¢: por lo tanto la contribucién de la nutacién
consigue revertir el signo de ¢, y la precesién por momentos retrocede.!!

La Tierra esta sometida a pequenos torques ejercidos principalmente por la Luna y el
Sol. Estos torques producen la nutacion del eje terrestre, junto con una precesion lenta
del mismo alrededor de la direcciéon perpendicular al plano de la ecliptica. La precesion
tiene un periodo de unos 26000 anos, y es conocida como precesion de los equinoccios
pues el cambio de la orientacion del eje terrestre modifica el punto de la 6rbita donde el
Sol ilumina a plomo sobre el Ecuador.!?

Valores de 0, y w?

El 4ngulo 6, minimiza el potencial efectivo. V, ;66(90) = 0 implica que
(Lo, — Loscosf,) (Los — Lo, cosB,) = mgl Io siné, (13.11)

Asi 6, depende de dos pardmetros, que podemos elegir como Los/Lo, y mgl 1o/ Lo

"

La frecuencia de pequeilas oscilaciones de 0 resulta de calcular V, ;. y usar (13.11)
para su evaluacién en 6,. Cuando 0, # 0, w? se simplifica a

2 ‘/ef”ec(eo) B Loz Lo, —mgl Io (3 cos? 0, + 1)
w. = g
’ Io I cosb,

(13.12)

13.3.1 Trompo vertical

Las curvas rojas en la Figura del potencial efectivo muestran que el caso Lp; = Lo,
puede tener uno o dos puntos de equilibrio. En ambos casos 6, = 0 es un punto de
equilibrio, que corresponde al trompo vertical. Vemos en los gréaficos que si el valor de
mg/l es grande, entonces 0, = 0 sera inestable. La transicion del caso estable al inestable
se reconoce por la anulacién de 6Jﬁ;c(O). Si Los = Lo, = Lo, se obtiene que

” L2 2 —cosf " L2
Vv Py =290 = """ ol 0 = Vv = 20 _mal
efec( ) IO (1 COS@)Q gt cos efec(()) 4 ]O g

11. 8¢/06 > 0 para todo valor de 0 si Loz > Lo, > 0.

12. El pequeno torque aparece, por un lado, porque el campo gravitatorio del Sol y la Luna no es
uniforme sobre la extensién de nuestro planeta. Por el otro lado, la Tierra es achatada y su eje esta
inclinado respecto de la direcciones Tierra-Sol y Tierra-Luna. De esa forma el “l6bulo” de la Tierra que
mira hacia el Sol (o la Luna) recibe una fuerza mayor que el Iébulo opuesto.

121



R. Ferraro - Notas para un Curso de Mecanica Clasica

Entonces el trompo vertical es estable si L > 4 mglly. '3

En el trompo vertical el eje de simetria é3 coincide con el eje z del sistema de referencia.
Por lo tanto la linea de nodos pierde su significado, y el angulo azimutal debe verse como
¢ + 1. Aunque las expresiones (13.9) y (13.10) para ®, 1 quedan indeterminadas en
0 =0, susuma ¢ + 1 en 0 = 0 vale Los/Ios; por cierto este resultado refleja el hecho
de que Q3 = ¢ cosf + 1) es igual a ¢+ si 6 = 0.

13.3.2 Trompo horizontal

Las ecuaciones (13.9) y (13.10) dicen que si ¢ = 7/2 entonces los valores constantes
de ¢ y 9 son:

El eje de simetria del trompo precede a velocidad constante é, a la vez que el trompo gira
alrededor de su eje de simetria a velocidad constante w Sin embargo estas constantes
de movimiento no tienen valor arbitrario pues deben asegurar que § = 7/2 sea un punto
de equilibrio (minimo de Vf..). Para que 6, = 7/2 sea solucién de la ecuacién (13.11)

se debe satisfacer
L03 LOz = mgé IO (1313)

es decir que la velocidad de precesion esta relacionada con la velocidad de giro,
_ mgl

Cbo - )
Los
que es el resultado que conocemos del curso de mecédnica elemental.

Para obtener la frecuencia de las pequenas oscilaciones alrededor de 6, = 7/2, reem-
plazamos (13.13) en V... y calculamos nuevamente e};c(eo); asi evitaremos la indeter-
minacién de la expresion (13.12) en 6, = w/2. Se obtiene que

2 LO32 + L022

w. =
o 2
IO

13. Normalmente esta condicién se pierde por rozamiento en el pivote. Si la condicién no se cumple,
el minimo del potencial se halla en 6, = arccos [|Lo|/v/mgllo — 1]. Por otra parte, si Log = —Lo,
habré equilibrio estable en 0, = .
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13.3.3 Trompo rapido

Se pueden obtener resultados similares a los precedentes para 6, ~ 7/2 bajo la aproxi-
macién de trompo rapido: |Loz| >> |Lo.|. En efecto, sea

0, =7m/2—¢
Entonces
cosf, = e+ O(e*) sinf, = 1+ O(e?)

Las ecuaciones (13.9) y (13.10) ahora dicen que en ausencia de nutacién (es decir, cuando
0(t) = 0,) las velocidades de precesién y giro son

q;#@, b,
O

. Los _ Lo
Ios o

(13.14)

Para que no haya nutacién, 6, = 7/2 — ¢ debe cumplir la condicién (13.11) para dar un
minimo del Ve,
Los Lo. — (Los* + Lo.”) e ~ mgl Ip

que con la aproximacién de trompo rapido se convierte en
L03 LOz — L032 £ mgﬁ IO (1315)

Reemplazando en (13.14) obtenemos la expresion del ejemplo anterior para la velocidad
de precesion:

__ mgt

~ Los

También la velocidad de giro tiene la misma expresién que en el ejemplo anterior si el
trompo es rapido:

%o

. Los
Ios

Vo

La frecuencia (13.12) de las oscilaciones en torno al punto de equilibrio se aproxima por

5 _ Loz Lo, —mgl Io

o I e
y usando (13.15) resulta
_1Losl _ |Lol
Wy 2 ~—
Io Io

El trompo rédpido combina una precesién lenta con una nutacién répida (en la ecuacién
(13.14) nétese que si € es suficientemente chico entonces es ¢ ~ Lp,/lp). La nutaciéon
es dificil de observar porque se amortigua rapidamente debido a la friccién en el pivote.
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13.4 Girdéscopo

Un giréscopo es un disco o rueda cuyo eje se monta en una suspension cardanica que
fija la posicién de su C'M sin limitar los grados de libertad de rotacién. La suspension
carddnica no transmite torques al disco (excepto si dos ejes de la suspension coinciden),
de modo que si éste gira alrededor de su eje, la conservacién del momento angular hara
que la orientacién del eje se mantenga fija, independientemente de los movimientos del
soporte. Este comportamiento es aprovechado en sistemas de navegacion diversos. En
1852 Foucault construyé el primer giréscopo para ofrecer una nueva demostracion de la
rotacién de la Tierra (ademds de su famoso péndulo), basada en la persistencia de la
orientacion del eje de rotacion del girdscopo.

13.4.1 Girocompas de Foucault

Foucault se dio cuenta de que una montura diferente permitia usar el giréscopo para
senalar la direccién norte-sur. Supongamos que la montura sélo permite el desplaza-
miento libre del eje de rotacion del giréscopo en direcciones horizontales sobre la super-
ficie terrestre (por ejemplo, una montura “semi-carddnica”). Si utilizamos un sistema de
referencia S’ fijo a la Tierra con el eje z en la direccién vertical, entonces el soporte no
ejercera torques en z para permitir la libre orientacién del giréscopo en el plano x — vy,
pero aplicara torques en x e y para evitar que el eje de rotacién del giréscopo adquiera
una componente vertical (en z) a medida que la Tierra gire.

. z
Q Tierra

Suspension semi-cardanica que permite el libre giro
del giroscopo alrededor de su eje, pero limita la libre
orientacion del eje al plano horizontal.

Para entender la dinamica del girocompas usemos el teorema de la derivada relativa
aplicado a Loy :
dLear,  dLew
i 5T a

’S/ + QTierra X LCM
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En el sistema inercial S, dEc a/dt es el torque _’ggj@ provisto por el soporte; entonces

dLowm
dt

’S’ = NCM - QTierra X LCM

En el sistema S’ fijo a la Tierra, —Qpierra X Loy €s un torque debido a fuerzas de
inercia.'* En particular, como Ng%z = (), para la componente z se tiene que

dLchr,

dt |S’ = _(QTierra X ECM)z

Si ECM estd inicialmente en el plano x,y del sistema S’, la rotacién terrestre generara
una componente z de ECM en el sistema fijo a la Tierra. Para ello el eje del giréscopo
cambiard su orientacion en el plano horizontal, agregando asi una componente z a su ve-
locidad de rotacion. Sin embargo, si el eje del giréscopo tiene inicialmente la orientacion
norte-sur (es decir que Lo s6lo tiene componente y en la Figura) entonces se anula la
componente z del torque de las fuerzas de inercia, y el giréscopo mantiene su orientacion.
Analicemos la estabilidad de esa orientacion de equilibrio:

_(QT'ierra X LCM)Z = _QT'ierra T LCMy + QTierra y LCMx = QTierra y LCMx

que es positivo si Lear, > 0, y negativo si Lo, < 0, lo que garantiza la estabilidad.!®
Asi, el torque de las fuerzas de inercia lleva a orientar el giréscopo hacia el norte. Se
requiere un mecanismo de amortiguacion para estabilizar la alineacion.

Videos

Precesion y nutacion
https://www.youtube.com/watch?v=sHnDzGWcqlQ
https://www.youtube.com/watch?v=56Sn2J1Vn4zU

Suspension cardanica
https://www.youtube.com/watch?v=Y0xkS-fFIy0
https://www.youtube.com/watch?v=ekzwbt3hu2k

14. Para ver todos los torques de inercia en S’ hay que escribir EC M en términos de E’C M-
15. Qrierra y > 0 porque la Tierra gira de oeste a este.
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14 Formalismo Hamiltoniano

14.1 Transformada de Legendre

Sea una funcién F'(uy, ..., up; wi, ..., wy). Su diferencial es igual a
du +
- > S 3 o

que podemos escribir asi:

Entonces
d(kz:;ukg—i—F> = Zukd<g—£)—g %F;dwj (14.1)
Definamos
vg(u, w) = g—i (14.2)

Si la relacion entre las vi’s y las uy’s es inversible, lo que ocurre si la matriz Hessiana de

F es inversible: )
ov; 0°F
det ~ ) =det 0
¢ (8uk) ¢ (81@ 8uk) 70,

entonces podremos ver las u’s como funciones de las v;’s, y definir

n

G(v,w) = Z u(v,w) v — F(u(v,w),w) (14.3)

k=1
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De esta forma la ecuacién (14.1) dice que

. ~ OF
dG =Y dvk—za—% dw,
k=1 j=1

es decir,

oG oG oF
—_ = uk , —_ = _
8Uk

Si nos abstraemos de las variables w,’s, que no participan en la transformacién (son
variables pasivas), las relaciones

ow; T ow;

oF oG

Vp = = U =
8uk’ 8vk’

exhiben una notable dualidad entre la funcién F' y su transformada de Legendre
G. Las nuevas variables son las derivadas de la vieja funcién respecto de las viejas
variables; a su vez las viejas variables son las derivadas de la nueva funcién respecto de
las nuevas variables. Pero “viejo” y “nuevo” son intercambiables porque asi como G
es la transformada de Legendre de F', también F' es la transformada de Legendre de G,
como resulta de la ecuacién (14.3).

Ejemplo. La energia interna U de un sistema termodindmico simple puede verse como
una funcién U(S, V) de la entropia S y del volumen V tal que dU =T dS — p dV, es

decir
oU B oU

I o
os v P
En Termodindmica se define la energia libre de Helmholtz F(T, V') como la transformada
de Legendre de U respecto de la variable S, cambiada de signo

—F(T,V)=TS-U

que cumple

_9F _ _or _
or 77 ov

Otros potenciales termodinamicos, como la entalpia o la energia de Gibbs, se definen en
forma similar intercambiando distintos pares de variables.

p
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14.2 La funcién Hamiltoniana

14.2 La funcion Hamiltoniana

En Mecéanica Analitica los sistemas fisicos son descriptos mediante una funcién La-
grangiana L(q, 4,t) a partir de la que se definen los momentos canénicamente conjugados,

0L
p}t - 8(]” I
en términos de los cuales las ecuaciones dindmicas de Lagrange se escriben
oL
== . 14.4
p# a QM ( )

La definicién de los momentos conjugados puede verse como el primer paso para in-
troducir una transformada de Legendre, esto es la definicién de las variables “nuevas”.!
Entonces definimos la funcién Hamiltoniana H (g, p, t) de un sistema fisico como la trans-

formada de Legendre del Lagrangiano L(q, ¢, t) respecto de las velocidades generalizadas
Ay

H(q.p,t) =Y pu du(a.p.t) = L(g, d(q,p,t), 1) (14.5)
pn=1
Debido a la relacion entre variables nuevas y viejas, resulta que
. OH
QM - apu .
Con respecto a las variables pasivas de la transformacién (es decir, ¢,t), tendremos
oH oL 0oH oL
— == i (14.6)
94y, 9q,, ot ot

Entonces las ecuaciones dinamicas de Lagrange en términos de H se escriben como
Py = —0H/0q, . Las 2n ecuaciones

_ OH _ 0OH
U= G Pu=—5— p=1 ..n (14.7)

se denominan ecuaciones canénicas de Hamilton (1834).

Nota. H es la magnitud vista en §6.4 que se conserva cuando el Lagrangiano no de-
pende explicitamente de ¢ (de acuerdo con (14.6), H tampoco dependerd explicitamente
de t en tal caso), y que coincide con la energia mecanica en muchas situaciones. Mas alld
del valor numérico de H en cada instante —que no depende de que se lo calcule usando
las ¢’s o los p’s—, para la formulacién de las ecuaciones de Hamilton es fundamental que
H esté escrito en funcién de las p’s, que son las variables “nuevas” de la transformacion.

1. Recordemos que det(9?L/dq,0q,) # 0 para que sea posible escribir ¢, = ¢,,(¢,p, t).
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14.3 Evolucidn en el espacio de las fases

. Qué tienen de notable las ecuaciones de Hamilton? Hemos pasado de las n ecuaciones
de Lagrange, que son ecuaciones de segundo orden para las incégnitas g, (t), a un sistema
de 2n ecuaciones de primer orden para las incégnitas g, (¢), p,(t). En principio, siempre
es posible hacer una conversién de este tipo agregando variables (en este caso las p,’s).
Lo realmente sorprendente y bello es que la conversion de n ecuaciones de segundo
orden a 2n ecuaciones de primer orden se ha logrado de tal forma que las derivadas de
las variables canénicas (g,,p,) estan despejadas en las ecuaciones de Hamilton (el
Hamiltoniano H no contiene derivadas de g o p).

Si representamos la evolucién del sistema en el espacio de las fases, que es el
espacio de 2n dimensiones definido por las variables canénicas (g, p,), como una curva
(gu(t),p.(t)) parametrizada por el tiempo ¢ entonces el “vector” de 2n componentes
tangente a la curva es (¢,,p,).2 Pero sucede que ese vector es dado por la simple
derivacion del Hamiltoniano del sistema, como ensenan las ecuaciones de Hamilton.
Esto significa que en cada punto del espacio de las fases (cada punto representa un
estado del sistema) conocemos hacia dénde evolucionara el sistema porque esa evolucién
esta escrita en los valores de las derivadas de H en ese punto:

o oo o)

(QIJ <oy Qny P1y ey pn) = (8_1)17 (ERE) apn7 8(]1’ ceey aqn

Este vector tangente es unico en cada punto, lo que significa que las evoluciones en el
espacio de las fases no se cruzan (salvo en puntos singulares, como veremos). Por lo tanto
las posibles evoluciones del sistema se ven en el espacio de las fases como si fueran lineas
de un fluido cuya “velocidad” en cada punto queda definida por la ecuacién anterior.

14.3.1 Sistemas conservativos de 1 grado de libertad

Las evoluciones en el espacio de las fases de los sistemas conservativos de 1 grado de
libertad se obtienen inmediatamente como las curvas H(q,p) = cte., ya que esa Unica
integral de movimiento determinara completamente la evolucién a partir de cada posible
estado inicial (¢(0), p(0)).

2. Del mismo modo que el vector ¥ = (&,9,2) es tangente a la trayectoria de una particula en el
espacio fisico de tres dimensiones.
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14.3 Evolucion en el espacio de las fases

Oscilador armodnico

. p
p=mg, H(q,p)=%+§q

En el espacio de las fases, las curvas H(q,p) = cte. son elipses que rodean el punto de
equilibrio estable ¢ =0 =1p

==\
=

El vector tangente a las curvas es

(4 ) = (. k)

Péndulo simple

2

p=ml*, H(a,p) = 5

—mgl cosf
El vector tangente a las curvas es
<Q7 p) = ( P ,—mgﬁsin@) )
me?

y se anula en los puntos de equilibrio. Las curvas H(q,p) = cte. muestran los dos tipos
de movimiento del péndulo: libracién (6 cambia de signo) en linea azul, y rotacién (9
no cambia de signo) en linea verde. La separatriz entre ambos tipos de comportamiento
es la curva H = mg/.
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p

separalriz

1.0

0.5

punto eliptico
(equilibrio estable)

punto
hiperbolico

(equilibrio inestaple)

14.4 Conservacion de H

Como mencionamos, el formalismo Lagrangiano nos ensena que H se conserva cuando
OL/0t = 0, que segun (14.6) significa que H no depende explicitamente del tiempo.
Pero veamos la conservacion de H a la luz de las ecuaciones de Hamilton:

d_H_a_H+i(a_H-+3_H->_8_H+i(8_HaH_3H3H)_5_H
e~ ot = \ag, M op ™) T ot T 20w Op Opu 99,) O

es decir

. OH

H="> (14.8)

Aunque esta ecuacién no es independiente de las ecuaciones de Hamilton (14.7) sino que
es una consecuencia de las mismas, no deja de llamar la atencion que ¢t y H quedan
relacionadas de la misma manera en que lo hacen los pares de variables conjugadas
(qu, pu) en las ecuaciones de Hamilton. Aunque el tiempo ¢ no es una variable dindmica
sino el parametro respecto del cual se describe la evolucién del sistema, podria decirse

que en algun sentido ¢ y H forman también un par de “variables conjugadas”.?

3. El tiempo puede incorporarse al conjunto de variables candnicas, al precio de introducir un vinculo
entre las variables al momento de variar la accién. Esta estrategia llamada parametrizacion es 1til para
tratar un sistema no conservativo como si fuese formalmente conservativo (ver Lanczos, Cap. IV, Secc.
10).
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14.5 Coordenadas ciclicas

14.5 Coordenadas ciclicas
Las ecuaciones de Hamilton muestran que
~Si g, es ciclica en el Hamiltoniano H (g, p,t) entonces se conserva p,,
—Si p,, es ciclica en el Hamiltoniano H(q, p,t) entonces se conserva g,

—Ademsds, en virtud de (14.8): si ¢ es ciclica en H(q,p,t) entonces se conserva H.

14.6 Principio variacional de Hamilton

Las ecuaciones de Hamilton también pueden verse como el resultado de un principio
variacional, donde la accién que se hace estacionaria es una funcional S[q(t), p(t)] de 2n
funciones independientes g,,(t), p,():

0:5/t2Ldt=5/tQ <Zm dg,, — H(q, p) dt) = 05[q(1), p(1)]

Entonces, usando que la variacion de la derivada es la derivada de la variacion,

sstatt)) = [ ’ (Z (090 g + py d(5q,)) — H dt)

p=1

n to
= Z(pu 5(]“) E +/

pn=1 t1

(Z (5]3” dg,, — dp, 5C]u) —0H dt)

p=1

y como

OH oOH
o1 = (G0, + 1o,

p=1

se obtiene que

8S1g(t), p(t)] = D (P 04 I / DI [ dgy — =— dt) op, — (dp, + gTH dt) dq,,
- " (14.9)
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Los dos paréntesis que aparecen dentro de la sumatoria se anulan por separado cuando se
cumplen las ecuaciones de Hamilton. Entonces, la validez de las ecuaciones de Hamilton
es la condicién para que la accion S|q(t), p(t)] sea estacionaria ante variaciones dg,(t),
dp,(t) arbitrarias e independientes que dejen fijos los extremos de integracién g,(t1) y

qu(t2)'

14.7 Funcién principal de Hamilton

Si la accién es evaluada en la evolucion real del sistema (es decir, sobre aquellas fun-
ciones ¢, (t), p.(t) que satisfacen las ecuaciones de Hamilton) obtendremos una magnitud
que depende de los valores g,(t1), g,(t2) que caractericen la solucién elegida; es decir,
obtendremos una funcién S(qi, t1; g2, t2) que llamaremos funcién principal de Hamil-
ton. Por ejemplo, veamos el caso de la particula libre donde la solucién de las ecuaciones
de movimiento es

QQ_QI(t—t1)7 QQ_QI.

t: =
q(t) Qo pP=m o

la accidén evaluada en esta solucion es

t2 to . 2 _ 9
S(Qlﬂfl;%,h):/ Ldt:/ m (q2 ql) dt:@(q2 )

t1 t1 2 t2 - t]_ 2 t2 - t]_

Una vez que la acciéon ha sido integrada sobre la evolucién real del sistema podemos
preguntarnos qué propiedades tiene el resultado como funcién de los valores de g, en
los extremos de integracién t; y to. Para ello es suficiente ver cémo cambia la funcional
accion ante cambios en los extremos; ese comportamiento estd contenido en la ecuacion
(14.9), de donde se concluye que

n

dS(qu, 11 g2, t2) = > (Puy ddyy — Puy dgpy)

p=1

es decir,

S(q1,t1; G5 t2) = Py S(q1:t1; g2, t2) = —puy (14.10)

aQNQ 6qlL 1

En el caso de la particula libre resulta

42 — q1 —p
t2_t1

0
—9 t1:q9,t9) =
7 (Qb 15 42, 2) m
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14.8 Notacién matricial

Estas derivadas corresponden al cambio de la acciéon S cuando se la evalia sobre dos
evoluciones reales entre t; y to que empiezan o terminan en puntos vecinos del espacio
de configuracion.

También podemos considerar dos evoluciones reales entre las mismas configuraciones
Quys Quy, DETO a tiempos inicial o final ligeramente diferentes; asi obtendremos 95/0t.
Por definicién vale que

s as

— =1L Jo, T — =L 1,1
dt (QZ>QQ; 2) ) dty (Q17Q1, 1) )

lo que indica que L mide el cambio de S cuando nos mantenemos sobre la misma
evolucién real pero dejando transcurrir un poco més (o menos) de tiempo. Entonces

dsS ", 9S8 oS - 0S
(92, Ga, t2) it - aq,@ du2 + ot 521 Puy qu2 + ot

de donde resulta que

0
a_S<QI7 t1;q2,t2) = —H (g2, pa, t2)
Lo

Del mismo modo

0
a S((]htl;(h;t?) :H<q1ap1at1)
t1

En estas relaciones vemos nuevamente que entre el tiempo y el Hamiltoniano aparece
una relacién similar a la que observan las variables conjugadas en la ecuacién (14.10).

14.8 Notacion matricial

Podemos organizar las 2n variables candnicas del espacio de las fases en una columna
de 2n componentes 74,

In > =

Las ecuaciones de Hamilton relacionan las derivadas temporales de las componentes
de |n > —es decir, el vector tangente a la evolucién en el espacio de las fases— con
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las derivadas del Hamiltoniano respecto de las componentes de |p >. En efecto, las
ecuaciones de Hamilton se pueden escribir matricialmente como

) 0 1 OH aH

donde cada bloque de la matriz cuadrada que llamamos w es a su vez una matriz cuadrada
de n x n. La relacién matricial puede escribirse en notacién de indices,

UA—Z WAB%

La forma simple de las ecuaciones de Hamilton no sélo muestra la evolucién de las
variables candnicas en cada instante, en términos de las derivadas del Hamiltoniano,
sino que permite conocer también cémo evoluciona cualquier funcién f(q,p) del estado
del sistema:

of “of . _of._  _of oH
Z( 8p p“) — Ona M= =< ey 7

donde < | denota una fila de 2n componentes.

14.9 Corchete de Poisson

La matriz antisimétrica w permite introducir una suerte de “producto” antisimétrico
entre funciones en el espacio de las fases conocido como corchete de Poisson {f, g},
y se define asi

of g - (8f dg  Of 59)
R of 99 _9f 99 14.12
{f9h =<5, k5, ; 04y Opy  Opu g e

De acuerdo con lo visto en la Seccién anterior, la evolucién de cualquier funcién f(q, p, t)
del estado del sistema y del tiempo esta dada por

df 9

f
= T (14.13)

Una magnitud f(q,p) se conserva si

{f,H}=0 (14.14)

Las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse como

G = {qu: H}, P = {pu, H} (14.15)
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14.10 Transformaciones canoénicas. Estructura simpléctica

Propiedades
i) {f.9} = —{g,f} (antisimetria)

i) {fi+ f2.9} ={f1,9} +{f2, 9} (linealidad)
i) {fif2. 9} = filf2, g} + foAf1, 9}
i) {f,{g,h}}+{9,{h, f}} +{h,{f,9}} =0 (identidad de Jacobi)

La identidad de Jacobi permite mostrar que si f(q,p) vy g(q,p) se conservan entonces
{f, g} también se conserva.

Casos particulares

i) {qu, v} = 0= {pu,p}
i) {qupv} = O

i) {qu f} = 32

i) {puw f} =4

14.10 Transformaciones candnicas. Estructura
simpléctica

En la formulacién Lagrangiana enfatizamos que la misma es independiente de las
coordenadas generalizadas que se elijan. Las ecuaciones de Lagrange son covariantes
(no cambian su forma) ante cambios de coordenadas en el espacio de configuracién.
Ahora nos interesa saber cudles son las transformaciones de variables en el espacio de
las fases que no alteran la forma de las ecuaciones de Hamilton. Como hemos agrupado
las 2n variables candnicas en una columna | >, podemos escribir un cambio de variables
general como

na — Na = Na(n)

Entonces
] 2n aNA 2n
na — Na = Za—f?B = ) Map(n) s
=1 B B=1
0 en notacién matricial .
n>-— [N>= M 5> (14.16)
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Por otro lado es
2n

af ANy
9VB Y ’
877A Z “ ONp Ona BX: ONg 4 ()

que en notacién matricial se escribe?

of _ _ of
< o = < 8N| M (14.17)
o bien o/ o/
—_ P T —_
a1 >=M laN > (14.18)

Queremos saber qué caracteristica debe tener la matriz M, cuyas componentes son las
derivadas de las variables nuevas respecto de las variables viejas, para que las ecuaciones
de Hamilton no cambien de forma. Si multiplicamos la ecuacién (14.11) a izquierda por

M obtenemos oH
M|n>= Mw ]— >
on

es decir,

. OH
N>= MwM" |~
|IN > w |8N

Entonces, para mantener la forma de las ecuaciones de Hamilton se requiere que
MwM!' = w (14.19)

La matriz antisimétrica w define una estructura geométrica en el espacio de las fases,
llamada estructura simpléctica (cvumoros significa complejo), que debe ser preser-
vada por la matriz M. Las matrices M de 2n x 2n que cumplen la ecuacién (14.19) se
denominan matrices simplécticas. Las transformaciones de variables candnicas tales
que M resulta simpléctica se denominan transformaciones canodnicas. Vemos en-
tonces que existen distintos juegos de variables candnicas para un mismo sistema fisico,
lo que permite elegir el juego de variables que sea mas apto para la integracion de las
ecuaciones de movimiento.’

4. La matriz M va a la izquierda en (14.16), y a la derecha en (14.17), debido a la forma en que
se combinan los indices de fila y columna en las sumatorias respectivas. En lenguaje de geometria
diferencial, estas dos ecuaciones representan la transformacion de las componentes de un vector y una
forma diferencial ante cambio de variables.

5. La ecuacién (14.19) puede compararse con la definicién de las rotaciones, que podemos escribir
R 1 R” = 1. Las rotaciones en el espacio fisico preservan la estructura euclidiana del mismo, relacio-
nando distintos juegos de coordenadas cartesianas. Al igual que las rotaciones, las matrices simplécticas
forman un grupo.
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14.10 Transformaciones canoénicas. Estructura simpléctica

Propiedades

i) El corchete de Poisson es invariante ante transformaciones canénicas:

_ 9, 9f r9 _ _ _0f 199 _ _

Esto significa que el corchete de Poisson tiene el mismo valor ya sea que se lo calcule
con las variables viejas (g,,p,) o con las variables nuevas (Q,, P,).

i1) |det M| = 1. En efecto,
detw = det(M w M") = (det M)*detw = detM = +1

Esto significa que el volumen canoénico en el espacio de las fases se escribe en la misma
forma en cualquier juego de variables candnicas:

ON 4

s

det

dThd?]Qn = ]det M| dTth]Qn

= dq...dg, dp;...dp,

La invariancia del volumen candénico no es mas que el ultimo integrante de una se-
cuencia de invariantes conocidos como invariantes de Poincaré. En efecto, la inde-
pendencia de las variables candnicas escogidas también vale para

/ / Zﬂ:dqudpu
7= [ [ dwdn. dudp,

p<v

T = // // dgdp, ... dq,dp,

lo que muestra que la estructura simpléctica habla de una geometria de areas y voltimenes.

N/

Ejemplo. Veamos qué significa que M sea simpléctica en un caso de un solo grado de
libertad, cuando M es una matriz de 2 x 2:

Ny, oN 09 0Q

_ 1o} 0 _ 0 19,
M = oMy O - ﬁ or
om Oong2 dq Op
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Entonces resulta que

T __ 0 {va}(bp
M“M‘({P,@}q,p 0 >

Para que M sea simpléctica la transformacion @ = Q(q,p), P = P(q,p) debe cumplir
que

{Q, P}q,p =1

La transformacion es candnica si las nuevas variables conjugadas tiene corchete de Pois-
son igual a 1, como debe ser.

Como ejemplo sencillo, veamos una transformacion de punto

Q=0Q(q),

es decir, un cambio de coordenadas en el espacio de configuracion. ;Cémo debe ser la
transformacion P = P(q,p) para que el cambio de variables resulte canénico? Se debe
preservar el corchete de Poisson,

_0Q oP 0P 0Q dQ OP

1= 9 Y _
dq Op 0dq Op dq Op’

una posible soluciéon es
P
Plg.p) =15
dg

que satisface que P dQ) = p dq.

Lo dicho hasta aqui nos ensena que existen muchos juegos posibles de variables
candnicas. También nos da herramientas para verificar si una transformacién es o no
candnica. Pero no nos da un método para construir este tipo de transformaciones. En
el siguiente Capitulo veremos un método para generar transformaciones candénicas.

Material histérico

W.R. Hamilton, On a General Method in Dynamics; by which the Study of all free Systems of attracting
or repelling Points is reduced to the Search and Differentiation of one central Relation, or characteristic
Function, Philosophical Transactions of the Royal Society of London 124, 247-308 (1834)
https://www.jstor.org/stable/1080667seq=1
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15 Generatrices de transformaciones
canonicas

Las transformaciones candnicas son cambios de variables en el espacio de las fases,

(@G> Pp) — (Qulaus Pust), PulquPurt))

que mantienen la forma de las ecuaciones de Hamilton. Como ya vimos, este tipo de
cambio de variables involucra una matriz simpléctica M cuyas componentes correspon-
den a las derivadas de las variables nuevas respecto de las variables viejas. El carédcter
simpléctico que debe tener la matriz del cambio de variables nos da una manera de
verificar si la transformacién es candnica o no, aunque no dice cémo construir una tal
transformacién. Veamos entonces un método para construir transformaciones candnicas.

La preservacién de las ecuaciones de Hamilton significa que la accion tendra la forma
candnica en ambos juegos de variables, lo cual supone una relacion entre los integrandos
canonicos del tipo

> puda,—H(g,p,t) dt =) P, dQ, — H(Q, P,t) dt +dF (15.1)
p=1 p=1

donde el término de borde dF' es indispensable porque la variacion de ambos integrandos
canonicos sobre la evolucién que hace estacionaria la accion resultara en términos de
borde diferentes, que seran compensados por dF'; de otra forma, la igualdad (15.1)
no seria satisfactoria. La propia expresién indica que F' debe verse como una funcién

n

dF = Z(pu dq“ - P/L dQu) - (H - ﬁ>dt (15.2)
pn=1
Entonces
oF oFr — oF
= P, =- H-H="" 15.
P = S T ot (15.3)

Esto significa que podemos generar una transformacién canénica mediante la eleccién de
una funcién generatriz F(q, @, t); luego la ecuacién (15.3) define una transformacién
Pu = pu(q, Q,t); P, = P,(q,Q,t) que automaticamente es candnica. Para que el cambio
de variables esté bien definido tiene que ser biyectivo, es decir, tiene que ser inversible
para despejar las coordenadas nuevas en funcion de las viejas y viceversa.
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Ejemplo: sea F(q,Q) = >.._, ¢,Q,, entonces p, = Q,, P, = —q, es una transfor-
macion canonica. Evidentemente lo es, ya que es tan sélo un intercambio de los roles
entre coordenadas y momentos conjugados. Las ecuaciones de Hamilton no sufriran
cambios de forma, porque coordenadas y momentos aparecen en pie de igualdad en esas
ecuaciones.

A diferencia de lo visto en el Capitulo anterior, ahora estamos permitiendo que la
transformacién canoénica dependa del tiempo. Esto no incide en la forma que debe
tener la relacion entre variables viejas y nuevas para que la transformacién sea canoénica;
simplemente las dos primeras ecuaciones en (15.3) contienen ahora un pardametro t.
Por lo tanto, no se alteran las propiedades de la matriz M, que se construye con las
derivadas de las coordenadas nuevas respecto de las viejas. En particular no se altera la
invariancia del corchete de Poisson, ni la invariancia del volumen canénico (que resulta
de |det M| = 1) o el resto de los invariantes de Poincaré.! La presencia de ¢ en la
funcién generatriz F' introducira una dependencia temporal adicional en la evolucion de
las nuevas variables canénicas que serda absorbida por el reemplazo de H por H, como
muestra la tercera ecuacién de (15.3), manteniendo asi la forma de las ecuaciones de
Hamilton.

15.1 Tipos de funciones generatrices

La forma de la ecuacién (15.2) nos indujo a considerar a (gq,() como las variables
independientes de la generatriz F'. Pero pueden considerarse otros tipos de dependencia
funcional. Por eso llamaremos Fi(q,Q,t) a ese primer tipo de funcién generatriz. Sin
embargo podemos considerar otras dependencias funcionales, siempre combinando una
variable “vieja” con otra “nueva”. Por ejemplo, si reemplazamos

P, dQ, =d(P,Q,) — Q, dP,

en la ecuacion (15.2) obtenemos

1. Nétese que Y (pudq, — P.dQ,) = Z(aFgfI’MQ’t) dq, + aFgg?’t) dQ,) es un diferencial exacto en el
espacio de las fases. Por lo tanto, si a un dado t integramos sobre un camino cerrado del espacio de las
fases obtendremos una invariancia,

j{zpu dqy :%ZPM dQu
p=1 p=1

que equivale a la invariancia del primer invariante de Poincaré [7;.
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n

d <F +) P”Q#> = (pu dgu + Qu dP,) — (H — H)dt
pn=1

p=1

La funcién “Fy” diferenciada en el primer miembro es una transformada de Legendre
de —F. Como se ve a la derecha, es una funcién de (g, P,t). Diremos que se trata de
una transformacion de tipo 2. Asi, cada eleccién de una funcién Fy(q, P,t) define una
transformacién canodnica a través de las relaciones

8F2 8F2 = 8F2

-7z H-—Hg=22
g, ’ u oP, ot

Pu =

Como siempre, las relaciones entre coordenadas nuevas y viejas deben ser inversibles.

Ejemplo:
F2(Q7P>t) = Z fI/<Q7t> PI/

entonces

ofs p
= = fu(q.t
; 8C]u Q,u f 1 (q ) )
que es una transformacién de punto —las (’s dependen sélo de las ¢’s— dependiente del
tiempo. La dependencia temporal explicita de las nuevas variables impone un cambio
de Hamiltoniano:

Si f,(¢) = g, resulta la transformacién identidad: p, = P, , @), = ¢, . Las transfor-
maciones de punto que no dependen de ¢ satisfacen ) p, dg, = >_df, P, =) P, dQ,.

El truco usado para construir una generatriz tipo 2 se puede repetir para obtener
generatrices F3(p,Q,t) y Fy(p, P,t). Si en (15.2) ahora reemplazamos

Pu dgu = d(puqy) — 4. dpy

obtendremos

( Z@t%) = i —qu dp, — P, de) —(H — F)dt
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La funcién diferenciada a la izquierda es F3. Segun vemos a la derecha, depende de
(p,Q,t), y se cumple

 OF,

R R R
q,Uz_ ap“ 9

-P O-H=—2
ot

H_aQH7

Finalmente, la generatriz de tipo 4 resulta de combinar ambos reemplazos en (15.2):

d (F = (uty — PMQM)> = (=qu dp, + Q. dP,) — (H — H)dt

le }Lzl

La funcién Fj diferenciada a la izquierda depende sélo de (p, P,t), como se ve a la
derecha. Asi resulta que una transformacién canénica también puede generarse eligiendo
una Fy(p, P,t) y empleando las relaciones

OF,

ory _8F4 =5 _8F4
qu - ap'u )

== H—H=22
op,’ ot

Qu

15.2 Transformaciones infinitesimales

Si agregamos un término infinitesimal a la generatriz de la transformacion identidad
tendremos una transformacion candnica infinitesimal:

F2(Q>Pat):Z qv Pu+€G<QaP7t)

v=1

donde € es un parametro infinitesimal. La transformacion resulta

. (9F2 . 8G(q, P, t)
Cu = gp, =W op,
0F, 0G(q, P,t)
= —=P,+e ——~
Pu oqu K 0q,

Al orden més bajo en &, no cometeremos error si sustituimos P por p como argumento de
G. En ese caso, si elegimos una funcién G(q, p, t) entonces la transformacion infinitesimal

0G(q, p,t

Op,
oG t
PM — pu_5 (qapa )+O(52)
0q,

es una transformacion candnica infinitesimal.
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15.3 La evolucidn del sistema como una transformacion
canonica

En la transformacion candnica infinitesimal que acabamos de ver, elijamos

G<Q7p7 t) = H(Qapa t) ) e =0t

y reemplacemos

OH .
QM ~ qu‘i‘(sta—p#:qu‘i‘étqu,
OH

PN ~ pu—(St%:pu—I—(Stpu,
m

2

es decir

Qut) = qu(t+adt),
pu(t+0t) .

=
2

Esto significa que la evolucién del sistema puede verse como una sucesion de transfor-
maciones canonicas infinitesimales cuyo generador G es el Hamiltoniano H. En efecto,
la transformacién canénica (g, p) — (Q, P) en el instante ¢ nos da por resultado el valor
de las variables viejas en el instante t + 0t.

15.3.1 Teorema de Liouville

Como la evolucion del sistema en el espacio de las fases puede verse como el resultado
de una transformacién candnica entonces satisface las propiedades de estas transforma-
ciones. Como el volumen candnico en el espacio de las fases es un invariante de toda
transformacién candnica, entonces se cumple que si a t = t, consideramos un conjunto
de estados iniciales que llenan una cierta region del espacio de las fases, los respectivos
estados finales a ¢ = t; llenaran una regién de igual volumen candnico.
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15.4 Relacion entre simetria y conservacion

Una transformacién candnica infinitesimal cambia infinitesimalmente el valor de una
magnitud f(q,p,t):

~ (Of of " /9f 0G Of 0G
of = (—(5q +—(5p):€ (—————)ze{f,G}
; dq, K op,, K ; 9qu, Op,  Op, Oq,

Diremos que una transformacion candnica infinitesimal es una simetria del Hamiltonia-
no si

SH =0,

es decir, si

{H,G}=0.

Por otro lado sabemos que una magnitud G(q,p) es una constante de movimiento si
{G,H} = 0. Entonces concluimos que las constantes de movimiento generan simetrias
del Hamiltoniano.

Ejemplo: si ¢ es una coordenada ciclica entonces la transformacion ¢ — ¢ + € es una
simetria del Hamiltoniano. El generador de esa simetria es el momento p candénicamente
conjugado a ¢ (en efecto, es dg = €{q,p} = ¢), que como sabemos es una magnitud
conservada en tal caso.
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16 Ecuacion de Hamilton-Jacobi

16.1 Integrabilidad

Hasta ahora vimos varios ejemplos de sistemas cuyas ecuaciones de movimiento pueden
ser integradas. Por ejemplo, sistemas conservativos de un tnico grado de libertad, os-
ciladores lineales acoplados, etc. En el sistema de dos cuerpos vimos cémo valernos de
las magnitudes conservadas para resolver la dindmica en términos de cuadraturas, donde
la solucion queda expresada mediante integrales que pueden ser conocidas o no, pero
que en el peor de los casos se pueden evaluar numéricamente. Esto puede crear la falsa
idea de que todos los sistemas Hamiltonianos son integrables. Pero la integrabilidad de
las ecuaciones de Hamilton no estd garantizada en general, y no existe un método para
chequear la integrabilidad de un dado Hamiltoniano. Aun asi, contamos con el siguiente
criterio que es satisfecho por todos los sistemas integrables conocidos:

Integrabilidad de Liouville

Si en un sistema Hamiltoniano auténomo (se dice asi cuando H no depende explicitamente
de t) de n grados de libertad se conocen n primeras integrales' f,(¢, p) independientes?
en involucion, es decir

{fula,p) , fulep)} =0, VYpu,v,

entonces el sistema es integrable.

Bajo esas condiciones serd posible encontrar una transformacién canénica (q,p) —
(@, P) tal que

P, = fulq,p)

Como las f,’s son conservadas, el Hamiltoniano H = H no podré depender de las Qs
para asi satisfacer que P, = —0H /0@, = 0. Por otro lado tendremos que las @),,’s son
constantes de movimiento pues

1. Una primera integral o integral de movimiento es una magnitud f(g,p) que no depende
explicitamente del tiempo, y se conserva durante la evolucién del sistema (es decir que {f, H} = 0). No
toda constante de movimiento es una primera integral; por ejemplo en el movimiento de particula libre
se conserva g — (p/m)t, que no es una primera integral.

2. Las formas diferenciales df,, son linealmente independientes.
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Entonces las soluciones @, (t) son

Qut) =1 t+Quo
(evolucién uniforme sobre rectas del espacio de configuracién descripto por las @),,’s).

Por supuesto, la dificultad reside en encontrar las f,(¢,p) y la transformacién canénica
respectiva.

16.2 Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Una estrategia para resolver las ecuaciones de Hamilton consiste en buscar una trans-
formacién canénica (q,p) = (Q(q,p,t), P(q,p,t)) que lleve el Hamiltoniano H(Q, P, t)
a una forma simple. Lo mas sencillo es pedir que la transformacion canénica anule H:

F
=0

H )+ —
(g,p,t) + py

Si la generatriz es de tipo 1 o 2, se cumple que

OF

Como estas dos ecuaciones recuerdan las derivadas de la funcién principal de Hamil-
ton, se acostumbra dar el nombre de S a la generatriz. Entonces, combinando ambas
ecuaciones, escribimos

oS oS
H —_— — = 16.1
(qu’ﬁqﬂ’t> + 5 0 (16.1)

que conocemos como ecuacién de Hamilton-Jacobi. Pero mientras la funciéon prin-
cipal de Hamilton S(q1,t1;qq,t2) estd sujeta a un doble juego de ecuaciones —un juego
para la configuracién final y otro para la inicial- la ecuacién (16.1) admite una variedad
mucho més amplia de soluciones. Por tratarse de una ecuacién diferencial en derivadas
parciales de n + 1 variables (g, t), sus soluciones pueden poseer hasta n + 1 constantes
de integracion arbitrarias; en ese caso se dice que la solucién es completa. Una de las
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16.2 Ecuacion de Hamilton-Jacobi

constantes de integracién es necesariamente aditiva, pues si S(q,t) es solucién de (16.1)
también lo es S(q,t)+cte. Nos interesa obtener soluciones completas porque las restantes
n constantes de integracion de la solucién completa seran vistas como las variables P,’s
de la generatriz S(g, P,t) de la transformacién canénica que lleva a H = 0 (la constante
de integracién aditiva no juega ningiin papel en esa transformacién).?

Nétese que H = 0 implica que las nuevas variables son constantes de movimiento
(Q, = 0 = P,). Por lo tanto la resolucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi nos lle-
vara a encontrar 2n constantes de movimiento que evidentemente no pueden ser sino
combinaciones de los 2n valores iniciales de las viejas variables, que caracterizan com-
pletamente cada solucion de las ecuaciones de Hamilton. Una vez hallada la solucién
completa S(q, P, t), escribiremos la transformacién canénica correspondiente,

S s —
p,u 8(]# ) Q,LL aP‘u‘ ) )
de donde despejaremos
q#:qu(Q,P,t) s pH:p#(Q,P,t) .

Como (Q,, P,) son constantes de movimiento de la evolucién real del sistema, entonces
las relaciones anteriores nos dan directamente las soluciones ¢,,(t), p,(t) de las ecuaciones
de Hamilton en las variables originales.

En suma, el problema de resolver las 2n ecuaciones de Hamilton puede ser reemplazado
por el problema de encontrar una unica funcién S(g, P,t). Sin embargo para que la
solucién S(q, P,t) de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi pueda usarse como generatriz de
una transformacién canénica que lleve a H = 0 debera ser una solucién completa, en
el sentido que debera contener n constantes de integraciéon no aditivas que pasaran a
jugar el papel de las P,’s de la transformacién canénica.* En realidad, la ecuacién de
Hamilton-Jacobi puede ser tan dificil de resolver como las ecuaciones de Hamilton, pero
veremos luego que nos proveera de herramientas para tratar perturbativamente sistemas
que estén “proximos” a un caso integrable. La importancia de las ideas de Hamilton y
Jacobi reside en que abrieron nuevas perspectivas para entender el funcionamiento de
los sistemas fisicos.

3. Llamando P,’s a las constantes de integracién estamos dando el cardcter de generatriz de tipo 2
a la solucién S(g, P,t). Algunos autores llaman @),’s a las constantes de integracién; de esa forma la
solucién S(q,@,t) es vista como una generatriz de tipo 1.

4. det[0?5/9q,,0P,] # 0 para que el cambio de variables sea inversible.
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16.3 Sistema conservativo de 1 grado de libertad

Ejemplificaremos el procedimiento a seguir mediante el oscilador arménico. La ecuacion
de Hamilton-Jacobi en ese caso es

1 (35)2 kq*  9S

am\ag) T2 0

+ = =
2 ot
Siempre que el sistema sea auténomo (H no depende explicitamente de t) la solucién se

puede plantear como®
S(qus Pust) = Solqu, Pu) — E't

donde E es una de las n constantes de integracion de la solucién completa, digamos
P, = E, o es una combinacién de las mismas £ = E(FP,) (esto depende de cémo se
organice el conjunto de constantes de integracién). En los casos de un tnico grado de
libertad, E es la tunica constante de integracién. Entonces la ecuaciéon de Hamilton-

Jacobi toma la forma ) )
1 /dS, kq

_ M _ B

2m ( dq ) i

que se integra por cuadraturas,

= [\ (5-52) a

(elegimos el signo correspondiente a p = 95/0q > 0).
Ahora haremos la transformacién canénica, para lo cual la constante de integracion
E serd vista como una de las variables de la generatriz:

as s, kq? as  as  as,
P oy (B L _90 _ 95 0%
P=5¢ " Bq \/m< 2 ) ! C=9p~or " ap U

entonces

9S, 0 / kq? dq IR k
+Q = = —/ 2m(E — —)dg=m / = w,  arcsin — q

de donde resulta
2F
q=1/ - sinw,(t + Q) (16.2)

5. Siempre que una coordenada ¢ sea ciclica en el Hamiltoniano, la dependencia de S en ¢ serd lineal.
El factor que acomparie a g sera una de las constantes de integracién P’s.

150



16.4 Separacion de variables

Ademas se obtiene

p=V2mE cosw,(t + Q) (16.3)

Como fue dicho, cuando el sistema evoluciona las nuevas variables ) y P = E per-
manecen constantes. Por lo tanto las expresiones obtenidas para ¢, p automaticamente
dan las funciones ¢(t), p(t) que resuelven las ecuaciones de Hamilton.

Invariancia del area

Las transformaciones canodnicas preservan el volumen canénico. Si el sistema tiene un
unico grado de libertad, el espacio de las fases tiene 2 dimensiones y el volumen deviene
en un area. Consideremos el drea delimitada por la curva H(q,p) = E, que es una elipse
en coordenadas ¢q,p. El area de una elipse es 7 por el producto de los semiejes. Como
los semiejes corresponden a las amplitudes de g, p, el area es

, 2F 2
Area =7 ?\/Qm :—WE
w

o

En las nuevas variables la elipse H(q,p) = E devino en la recta P = F, que no encierra
ninguna area. ;Qué significa la invariancia del area en este caso? Debemos entender que,
en cada t, la transformacién canénica (16.2)-(16.3) es univaluada si 0 < w,(t + Q) < 27.
Es decir que la univaluacion de la transformacion de variables limita el rango de @) a
AQ = 27 /w,. Entonces, los puntos interiores de la elipse, que corresponden a energias
que van desde 0 hasta £ (AP = F) son mapeados a un rectangulo de altura F y base
27 Jw,, cuya area coincide con la de la elipse.b

16.4 Separacién de variables

En sistemas conservativos de n > 1 grados de libertad, el método para resolver la
ecuacion de Hamilton-Jacobi, cuando esto sea posible, consiste en encontrar coordenadas
adecuadas para separar la ecuacion en n ecuaciones de primer orden que dependan de
una unica coordenada, las que se integraran por cuadraturas. Por ejemplo, el problema
de una particula en un campo central es separable en coordenadas esféricas; en efecto,

T = % <f2 + 120 + 1% sin 0 gf)Q) ,

P = mr pp = mr20 py = mr?sin® (b

6. El centro de la elipse, ¢ = 0 = p, es un punto singular de la transformacién pues es mapeado a la
recta P = 0.
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1 2 2
H = (2+@+p—¢>+‘/(r)

2m r2 " r2gin0

La ecuacién de Hamilton-Jacobi es
05\*, 1 (0SY' 1 (Y’
or r2 \ 00 r2sin?6 \ 9¢

Para intentar separar la ecuacién proponemos la solucién (nétese que ¢, t son ciclicas)

1
2m

oS

S=5.(r)+S0)+asp—Et

Entonces reemplazando,
=2 E—-V(r)| -
( do ) * sin? 6 mr| (] =r dr

donde quedan igualadas una funcién de € con una funcién de r (en esto consiste el arte
de separar la ecuacién). La unica forma de dar sentido a esta ecuacién es que cada
miembro sea una misma constante; entonces tendremos dos ecuaciones de primer orden

en una sola variable,
do sin? 4 o>

omr?[E — V(r)] — r? <d5’“>2 = qaj,

dr

que se integran por cuadraturas.

Las constantes de integracién F, oy, oy, 0 combinaciones de las mismas, tomardn el
rol de variables nuevas cuando se utilice la solucién completa S para generar transfor-
maciones canonicas.
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17 Variables angulo-accion

17.1 Variables angulo-accidn

La solucién completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi S(q, P, t) sirve como generatriz
de una transformacién canénica que lleva a Hamiltoniano H nulo. En tal caso, las nuevas
variables @, P, se conservan. Si el sistema es conservativo la solucién tiene la forma
S = S,(q,P) — E(P) t, donde E es una de las n constantes de integracién P,’s de la
solucién completa (suele elegirse E = P,) o es una combinacién de ellas. La funcién
So(q, P) debe satisfacer la ecuacién

S,
“w

Si en lugar de S usamos S,(q, P) como generatriz de una transformacién canénica,

a5, a5, —
plt - aqu 9 Q/L - 0PN ) H_ H7 (172)

entonces la ecuacion (17.1) dice que

H(qu,pu) = E(Py, ..., Py)

y las ecuaciones de Hamilton en las nuevas variables de la transformacién generada por
So(q, P) son
OH OF : OH oF

= — = — P__ — —
opP, 0P, "= 90, = aq, "

Q

Vemos que las P,’s se conservan. Entonces las también son constantes de movimiento
n o )
ues F es una funcién de las P,’s conservadas. Las evolucionan uniformemente 1
©w u )

1. La diferencia entre las (),,’s generadas por S y las generadas por S, resulta de la relacién

05, oS oF
=——1t=vy,t

opP, 9P, 0P,

Mientras las (),,’s generadas por S se conservan, las generadas por S, evolucionan uniformemente.
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OFE
Qut) =v, t+Qu, donde Vp=mp (17.3)
o

Supongamos ahora que la ecuacién (17.1) ha sido integrada mediante separacién de
variables; es decir, en coordenadas adecuadas la soluciéon completa se escribe

So = Z Sﬂ(ql“ P17 ...,Pnfl, Pn) y

p=1

donde cada término de la suma depende de una unica coordenada ¢, y las funciones S,
se resuelven por cuadraturas. En ese caso la transformacion candnica generada por S,
cumple que el momento conjugado a g,

08,
dq,

Pu = pu(qu, P1, ... P), w=1,...,n (17.4)

depende sélo de g, y de las constantes de integraciéon de la ecuacién de Hamilton-Jacobi.
Asfi resultan relaciones individuales para cada par de variables conjugadas. Frecuente-
mente estas relaciones dan curvas cerradas o periddicas en el plano (g, p) correspondiente.
Por ejemplo, como vimos en el péndulo simple, podemos tener libracion o rotacion:

libracion rotacion

Si todos los pares de variables conjugadas tienen este tipo de comportamiento podemos
definir magnitudes cuyos valores correspondan a las areas sombreadas:

J#E%p#dq#, uw=1..n

(en el caso de la rotacién se integra en uno de los ciclos). Como cada p, = p.(qu, Pi, ..., P,)
depende sélo de su variable conjugada y las constantes de integracion, entonces las varia-
bles accién J,’s dependen sélo de las constantes de integracion:

J, = Ju (P, ..., Py) w=1..n,
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de donde podemos despejar las P,’s en funcién de las J,,’s,

P,=P,(J1,....Jn), p=1..n,

para escribir la solucién completa de la ecuacién (17.1) como S,(g,J). Asi escrita, la
solucién completa S,(q, J) serd usada como generatriz de una transformacién canénica
(qu,pu) = (Qu,Ju) que transforme las variables canénicas originales en las variables
accion y sus respectivas conjugadas. Es costumbre llamar variables angulo 6, a las co-
ordenadas conjugadas a las J, multiplicadas por 27. Como vimos en (17.3), la solucién
completa de la ecuacién (17.1) conduce siempre a variables (), que evolucionan uniforme-
mente, no importa cémo hayamos organizado el conjunto de constantes de integracion.
En particular esto vale también para las variables angulo. Pero las variables angulo
gozan de propiedades adicionales, como vamos a ver.

La transformacién candnica entrega funciones 0,(q, J) = 21Q,, = 27 0S,(q, J)/0J,..
Queremos despejar las coordenadas ¢’s como funciones ¢, (6, J), para asi entender cémo
evolucionan las g,’s, dado que sabemos cémo evolucionan las variables angulo-accion.
Nos interesa conocer entonces qué tipo de funciones son las g, (6, .J). Dados los valores
de las J’s, los posibles estados del sistema quedan restringidos a los ciclos de la Figura
anterior, cuyas dreas son determinadas por las .J,. Para comprender la relacién funcional
entre las ¢’s y las 0’s, veamos qué cambios experimenta 6,, cuando una de las ¢’s, digamos
¢, varia sobre un ciclo mientras las otras ¢’s permanecen fijas:

99, S, Ipy
Sq, = 21 —2° §q, = o 2Lv
g, ! " oq, 07, ™! "o,

0,0, = 0qy

donde hemos usado la ecuacién (17.2). Entonces en un ciclo de g, tenemos que

— 27 b (17.5)

donde la derivada respecto de J,, puede salir fuera de la integral porque ésta se realiza a
valores fijos de las J,’s. El resultado muestra que 0, avanza 27 cuando la respectiva g,
recorre un ciclo completo, permaneciendo fijas las demas coordenadas g. Esto muestra la
naturaleza multivaluada de las variables déngulo,? a diferencia de las coordenadas g, que

2. También la generatriz S,(q,J) es multivaluada. En cada ciclo de g, es

oS,
Aso:f—"dqtzfptdqtsz .
aqy, 2 2 2 14

So(g,J) estd determinada a menos de términos que son multiplos de las J,, los que no afectan su

condicién de ser solucién de (17.1).
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son univaluadas.® Para que las ¢, sean funciones univaluadas de las ’s, las funciones
qu(0, J) deberan ser multiperiédicas en los angulos € con periodos 2m; de esa forma un
avance en 27w de cualquiera de los angulos 6 no afectard los valores de las ¢’s. Es decir
que, en general, las ¢, (0, J) admiten un desarrollo de Fourier del tipo

q.(0,J) = Z Z Uy o, € (K1 OFetn 6n)

ki=—0c0 kn=—00

donde los coeficientes a,, &,.., dependen de las variables accién J. Como los momentos
pu dependen de la respectiva g, y de las J’s, también ellos son funciones multiperiédicas
de las variables angulo. En general, cualquier funcién univaluada del estado del sistema
f(g,p) admite un desarrollo similar al anterior.

Ejemplo
Segun vimos en §16.3, la variable accién del oscilador armoénico es
. , 2m
J = j{ p dq = Area de la elipse = — E (17.6)
Wo

y la variable dngulo es

S, as, . k . TMw,
0 = 2r = w, — = arcsin — q | = arcsin q

oJ ° OF 2F J

Por lo tanto ¢ es una funcion periddica de 6 con periodo 27:

[ J
q = sin
T m w,

Cuando el sistema evoluciona, las variables angulo evolucionan uniformemente. Segin
la ecuacion (17.3) resulta 0,(t) = 27y, t + 6, = w,t + 0,,. Por otro lado, las variables
accion se conservan. Entonces

GRS S AL (17.7)

ki=—0c0 kn=—00

3. Esto vale para la libracién, pues ¢, regresa al valor de partida al completarse el ciclo. En la
rotacién, la variable univaluada es g, — g—’;f duo, Pues g, avanza una cantidad fija g, en cada ciclo.
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17.1 Variables angulo-accion

y otro tanto sucede con la evolucién de cualquier funcion univaluada del estado del
sistema f(q,p). En particular no sélo las coordenadas que separan la ecuacién de
Hamilton-Jacobi, sino cualquier tipo de coordenada canodnica univaluada evolucionard
de esa manera.

Estos resultados son significativos porque la propia transformacién candnica nos dice
cuanto valen las frecuencias angulares w, = 27y, involucradas en la evolucién del sis-
tema. En efecto la ecuacién (17.3) dice que?

OE(J)
aJ,

(17.8)

wy, =2

Por ejemplo, en el oscilador arménico la ecuacién (17.6) dice que w = 2w OF/90J = w,.

Que las frecuencias del movimiento resulten de calcular las areas encerradas en los
ciclos de las variables candnicas usadas para separar la ecuacién de Hamilton-Jacobi, y
de escribir la energia en funcion de esas areas, es un gran logro de las variables angulo-
accion. Las variables angulo-accion seran también indispensables para estudiar pertur-
bativamente los sistemas aproximadamente conservativos. Los trabajos de Hamilton
(1834) y Jacobi (1836) recibieron el justo reconocimiento cuando Delaunay introdujo las
variables angulo-accién en teoria de perturbaciones aplicada a mecanica celeste (1848),
lo que permitié exhibir toda la potencia de la nueva formulacién de la Mecanica. Las
variables accion fueron utilizadas en los albores de la Mecanica Cuantica para enunciar
las reglas de cuantificacién de Wilson-Sommerfeld (1915) que condujeron a las ondas de
materia de de Broglie (1924).

17.1.1 Frecuencias del problema de Kepler

El problema del movimiento ligado de una particula de masa m en un campo central
Kepleriano, V(r) = —a/r, se puede separar en coordenadas esféricas (r,0, ¢) como ya
hemos visto. Una vez calculadas las variables accion, se obtiene que la energia E(.J)

resulta’®

2mm o?

E=—
(Jr 4+ Jo+ Jp)?

4. Recordemos que usamos los J’s en lugar de los P’s, y asi las @’s son Q,, = 6,,/(2).

5. Las drbitas que ocurren en el plano § = 7/2 corresponden a Jy = 0 pues el correspondiente ciclo se
reduce al punto (8 = 7/2, pp = 0). Cuando la érbita estd inclinada un dngulo i, la coordenada 6 oscila
entre m/2 — iy /2 +i.
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lo que conduce a tres frecuencias iguales:

47°m o 2
= — et g E 3/2
Pr=Ve = (Jr 4+ Jo+ Jg)? N 72m a2 5]

Siendo las tres frecuencias iguales, entonces la ecuacién (17.7) implica que las evoluciones
de las coordenadas r, 0, ¢ son periddicas con igual periodo. La orbita es cerrada, pues al
cabo del tiempo T = v~! el sistema regresa al estado inicial.

Si recordamos que la relacion entre £y a —el semieje mayor de la drbita eliptica— es
|E| = a/(2a), obtenemos la 3ra. Ley de Kepler,

T’ =v2=47ma ' a

17.2 Sistemas periddicos y condicionalmente periddicos

Las frecuencias v, que caracterizan la evolucién del sistema dependen de los valores
de las variables accion J,. Las variables accion son primeras integrales de movimiento;
sus valores quedan determinados por las condiciones iniciales. Si las frecuencias v, son
conmensurables, es decir que los cocientes entre frecuencias son racionales, entonces
las v, se podran escribir como multiplos enteros de una frecuencia v, (que podemos
elegir como el maximo comun divisor de las v,’s)

vy =N, v, (17.9)

es decir que T, = v, ! es N, veces T,,. Cada perfodo T}, entra un nimero entero de veces
en T,. Por lo tanto al cabo del tiempo T, el sistema regresara a su estado inicial. La
evolucion del sistema sera periédica, y describirda una curva cerrada tanto en el espacio
de configuracion como en el espacio de las fases. De acuerdo a lo dicho a continuacién de
la ecuacién (17.7), cada funcién univaluada del sistema evolucionard con una frecuencia
que es un multiplo de v,. En el problema de Kepler que acabamos de ver, la conmen-
surabilidad de las frecuencias se da para cualquier valor de las integrales de movimiento
Jyu; pero en un caso general la conmensurabilidad podria darse sélo para ciertas condi-
ciones iniciales. Si las frecuencias no son conmensurables el sistema se dice multiple o
condicionalmente periddico.

Las n integrales de movimiento J, etiquetan un subespacio n—dimensional del espacio
de las fases en donde la evolucion tiene lugar. En ese subespacio evolucionan las variables
angulo, de modo que el subespacio se ve como un toro n—dimensional.
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17.2 Sistemas periédicos y condicionalmente periodicos

A medida que el sistema evoluciona, va trazando una curva sobre el toro. Si las fre-
cuencias son conmensurables, la curva se cerrara. Si las frecuencias son todas inconmen-
surables, es decir que los cocientes entre frecuencias son todos irracionales, entonces la
curva que el sistema desarrolla sobre el toro no se cerrard, e ird cubriendo densamente
al toro (pues un irracional se puede aproximar por un racional con la precision que se
desee). Entre estos dos casos existen situaciones intermedias; si entre las frecuencias
existen m relaciones de la forma

> Ny v =0, i=1,..m, (17.10)
pn=1

donde los IV;, son enteros, entonces la evolucion del sistema sélo llenard densamente un
subespacio del toro de dimensién n —m. Sim =n — 1, como en (17.9),° el subespacio
deviene unidimensional (es una curva cerrada).

Cuando las relaciones (17.10) son independientes de los valores de las J, se dice que
el sistema es m veces degenerado. Si m = n — 1 el sistema se denomina completa-
mente degenerado. Los sistemas completamente degenerados se caracterizan porque
la energia F depende de las J,’s a través de una combinacién lineal de las mismas a
coeficientes enteros, como sucede en el problema de Kepler y en el oscilador armoénico
isétropo. Esa caracteristica lleva a que las frecuencias v, = 0F/0J, sean conmen-
surables cualquiera sea el valor de las J’s, y las evoluciones siempre describan curvas
cerradas. Los sistemas completamente degenerados pueden separarse en mas de un tipo
de coordenadas.

Bibliografia adicional

M.G. Calkin, Lagrangian and Hamiltonian Mechanics, World Scientific.

6. En (17.9) hay m = n ecuaciones. Pero una de ellas debe usarse para escribir v, en funcién de
alguna de las frecuencias v, del sistema.
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18 Invariantes adiabaticos

18.1 Invariancia adiabatica

Las soluciones de sistemas conservativos pueden servir para obtener soluciones aproxi-
madas de sistemas no conservativos. Si resolvemos las ecuaciones para el Hamiltoniano
conservativo H(q,p,A), donde A es un parametro, podremos tener una idea de cémo
serfa la evolucién cuando A sea una funcién del tiempo A(t) que varia lentamente. Pero
para poder precisar qué significa “lentamente”, el sistema conservativo deberia contener
un tiempo caracteristico. Si el sistema conservativo es periédico con periodo T en-
tonces A\(t) deberia cambiar muy poco en el tiempo 7'; esos cambios lentos se denominan
adiabaticos. Veremos que las variables accién son casi constantes durante un proceso
adiabético.

Para comenzar, mostraremos la invariancia adiabatica de la variable accién J en
un sistema peridédico donde una particula libre rebota elasticamente entre dos paredes
separadas por una distancia x, que jugara el papel de un parametro

p
2\ my
—
q
X
44—
vy —my

X

El periodo de este sistema es T' = 2z /v, y el valor de la variable accién es J = 2 m v z. Si
ahora dejamos que una de las paredes se mueva a velocidad constante © = V', entonces
la variable accién J resultara afectada, ya que la velocidad de la particula cambiara

1. No siempre la variacién lenta de los pardmetros implica que la solucion se parece a la del proble-
ma conservativo respectivo. Como sabemos, una resonancia paramétrica puede ser el resultado de
una variacién lenta pero adecuada de un pardametro. Esta cuestion se relaciona con los problemas de
convergencia de los desarrollos perturbativos.
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al chocar contra la pared moévil, cuya posicién habra cambiado también. Ademas, la
energia de la particula dejarda de conservarse. Sabemos que en un choque elastico se
conserva la velocidad relativa, entonces en cada choque con la pared movil tendremos
que

v, =V =0v,+V = Av = =2V 0 Ap = =2mV

En la siguiente Figura vemos lo que sucede cuando la pared de la derecha comienza
a moverse con velocidad V. La particula alcanzara la pared en una posicién desplazada
x + Az. Si choca con velocidad v entonces rebotara con velocidad v — 2V.

p p
VAt
my my

[2mV

q q
X X

4mV

- ‘ 2m] —mv

La base del rectangulo aumentara y su altura disminuird. Si el desplazamiento Ax es
pequeno, es decir si V' << v, podemos estimarlo como Az ~ VT /2, siendo T = 2z /v el
periodo del ciclo con paredes fijas:

Vv
=T — <<z
v

T
Ar =~V —
2
Como la variacién del parametro x en un ciclo es Axr << x, estamos entonces en condi-

ciones adiabéticas. En esta aproximacién, la nueva area sombreada (el nuevo valor de
J) resulta

J = base x altura = (z+ Azx) (2mv —2mV)

= x<y+%)2mm(y-z>::2mvx+chWﬁ)

(Y

Al orden més bajo en V/v, el valor de J no cambia respecto del que tiene en el caso
conservativo. J se comporta como un invariante adiabdtico pues resulta que 6.J = O(1?),
siendo x el parametro que varia lentamente en el tiempo; el cambio de J es mucho mas
lento que el cambio del parametro x. Contrariamente, la energia sufre cambios de primer
orden en V'; en efecto, el cambio de la energia en cada choque es

(p —2mV)?

2
_ _r _ 2\ _ (s
6H = = o =~V +O(V?) = 0(d)

Esta situacién se reiterara en cada ciclo mientras la pared continie moviéndose.
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18.2 Formulacion general

18.1.1 Expansién adiabatica de un gas ideal

El ejemplo anterior puede aplicarse a la expansion adiabatica de un gas de particulas
libres en una caja. La invariancia adiabatica de J = 2 m v x se reproduce en cada una
de las tres dimensiones: v,x, vy, v,2z, son aproximadamente constantes de movimiento.
Elevando al cuadrado, y promediando sobre las particulas del gas,

2 2

<v§>mzcte, <v§> y* ~ cte <v§>z:ct6.
Por isotropfa, podemos afirmar que < v2 >=< v} >=< v} >, que a su vez es propor-
cional a la temperatura del gas (que es una medida de la energia cinética media del gas).

Entonces, multiplicando las tres relaciones anteriores,

temperatura® x?y%2? ~ cte

Es decir

temperatura® volumen? ~ cte

que es la ley de expansion adiabatica de los gases ideales monoatomicos.

18.2 Formulacién general

Las variables angulo-accién fueron definidas mediante una transformacién canénica
generada por la solucién S, de la ecuacién de Hamilton-Jacobi independiente del tiempo,

H <q, %—i"; )\) = E(J;\) (18.1)

Si el Hamiltoniano adquiriera una dependencia explicita del tiempo a través de la
variacion lenta del pardmetro A, entonces ya no sera cierto que S = S, — E' t resuelva la
ecuacion de Hamilton-Jacobi dependiente del tiempo. Pero nada impide seguir usando la
funcién S,(q, J; A(t)) para generar una transformacién canénica. Mas atn, S,(q, J; A(t))
seguird siendo solucién de la ecuacién (18.1), lo que significa que podremos reemplazar el
Hamiltoniano H por E(J; A(t)). Como la generatriz ahora depende del tiempo entonces
tendremos un nuevo Hamiltoniano H para hacer evolucionar las nuevas variables. La
transformacion candnica se vera asi:

~0S.(q, T3 008, ;N
N dq ’ or 0J ’
H = H+W:E({];A)+%)\ (18.2)
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En las ecuaciones de Hamilton para las variables nuevas, H entra como H(f,.J). Aqui
debemos cuidar que la derivada 9S,/0\ en el segundo término de H se realice antes del
reemplazo de ¢ como ¢(6, J). Como la funcién ¢(0, J) tiene, en general, una dependencia
en \, las operaciones de derivar respecto de A\ y reemplazar ¢(6, J; \) no conmutan. En
otras palabras, /0 deriva la dependencia explicita de S, en A, sin que intervenga
la dependencia implicita que se introduce a través de q. Las ecuaciones de Hamilton
resultan

0 OH  OE 0 [0S,(q,J;)\) :

91"~ a7 T as (T'<>) A (183)
- OH 0 [0S,(q,J; \) :

J = __8%|J = —<m 90 (T\qq(e,m)) A (18.4)

Notemos que J dejé de ser una constante de movimiento; varia lentamente si la variacién
de )\ es lenta. Tampoco vale ya que 0F/0.J sea constante en la ecuacién para 9, ni que 60
evolucione uniformemente. Queremos ver que la variacién temporal de J, sin embargo,
es mucho mas lenta que la de A cuando se la promedia en un ciclo de la variable dngulo.
Si suponemos que A y \ varfan muy poco en un ciclo entonces podremos aproximarlos
por sus valores iniciales:

. . [0 (0S.(q,J;\)
J o>~ =21 A, {% (T‘QZQ(Q:JV\))})\O

Para promediar J en un ciclo aproximaremos .J en el integrando por una constante. Esta
aproximacion esta justificada porque J ya es de primer orden en \,, y basta con calcular
a este orden de aproximacién. Entonces

. .o O (0S,(q,J; \)
<J>~=), /0 do {% <T|q=q(9w’;>\)>})\o

Como J y X son constantes en el integrando, entonces la integral se reduce a evaluar la
funcion entre paréntesis en los extremos de integracion. Esa funcién es del tipo de las
funciones de estado consideradas en sistemas conservativos. Se trata entonces de una
funcién periédica de la variable dngulo 6, lo que implica que < J > se anula en primera
aproximacién.? Por lo tanto, J no sélo es chica sino que su promedio en un ciclo es
aproximadamente cero. Los cambios de J al transcurrir el ciclo tienden a compensarse,
evidenciando asi el caracter de invariante adiabatico de la variable accién J.

Veamos ahora los errores cometidos al aproximar A y A por sus valores iniciales. Para
ello usaremos desarrollos en serie de Taylor en ¢ = 0:

AE) = Ao+ Ao t+ ...

2. La funcién S,(q, J) es multivaluada, pues estd determinada a menos de términos que son multiplos
de las J,, (ver Nota 2 en Capitulo 17). Pero estos términos no contribuyen a 9S,/0A.
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18.3 Oscilador armdnico con frecuencia variable

3

y
9%8S, 9%S, S, 9%S, 338, .
90 O —-{aqu]%—+[55?53}%(A—-m0+a” = [aqu}&-%[éggagl&Aot+.”

donde t corre entre 0 y el periodo del ciclo. Entonces resulta

928, . 928, . s
54 Ba A= {&] MLO Mo+ O(A2, X))

Por lo tanto

<J>= 002, \).

Comparemos con el ritmo al que cambia la energia F(.J; \):

. OE OF
E_aJ‘] 8)\)\

Como a orden cero dE /DX es una constante de movimiento, entonces < £ > = O()\,).

Como ejemplo de invariante adiabatico mencionemos que la excentricidad de la 6rbita
Kepleriana es un invariante adiabatico pues resulta una funcién de las variables accion,
sin la participacién de ningtn pardmetro,*

J2
= /1= ¢
(Jr+ Jo+ Jy)?

En cambio las dimensiones de la érbita seran afectadas por una variacion de los pardametros,
tales como la masa de la estrella o la constante de gravitacién universal.

18.3 Oscilador armodnico con frecuencia variable

Consideremos un Hamiltoniano de oscilador armonico con frecuencia dependiente del

tiempo:
2
p m 2 2
H=—+—w(
2m+2 w(t)” q

Sabemos que la funcién generatriz que lleva a las variables dngulo-accion es

So(q, J;w mw/\/ —q¢? dg
T m w

3. En el integrando de < J > es 925,/80 O\ = (02S,/dq ON)(Dq/d8).

4. Recordemos las expresiones e = /1 + Zaﬂf, E = (Jf-h%’ s = $ vy dp = 2mpg = 2ml. No

obstante debe mencionarse que los métodos perturbativos para sistemas de més de un grado de libertad
presentan aspectos que exceden el marco de lo tratado en esta Seccién.

165



R. Ferraro - Notas para un Curso de Mecanica Clasica

donde usamos que E = w J/(27). La relacién entre 6 y ¢ resulta de

a5, . T™m w
0 =2m qu = arcsin ( 7 q)

es decir

sin 0 (18.5)

m™m w

aS, J Jmw
p= ly=m w4/ —q? =/ cos
dq T™m w T

En las ecuaciones de Hamilton (18.3) y (18.4), H debe estar escrito como funcién de 6, .J.
Para ello, primero calculamos 9S,(q, J;w)/0w y luego reemplazamos ¢ usando (18.5) °

Adems3s es

_ oS, . wJ W
H = Ei(t]7 (,d) + %|q(9,];w) w = % (]_ + 2_(,u2 Sin 29) (186)
Entonces las ecuaciones de Hamilton resultan
6 OH w W : oH Jw
— =—|pg=— [ 1+ — sin20 = ;= —— 20 18.
o 8J|9 27r(+2w2 sin ), J 8%"] - cos (18.7)

Si w(t) y w(t) varfan poco en un ciclo, sera suficiente considerar que J, w y w son
constantes en la expresién de J(t) en (18.7).5 Como vimos en la seccién anterior, esta
aproximacién introduce errores de orden w? y & en el célculo del promedio de J en un
ciclo, que de esta forma resulta

. J 27
<>~ 29 df cos20 —=
2r w J, W

sin20 |07 = 0

Aunque J cambia lentamente mientras transcurre el ciclo, los cambios se promedian a
cero en la aproximacién més baja. Se dice que J no exhibe cambios seculares (es decir,

5. Estos dos pasos no son intercambiables porque ¢ en (18.5) tiene una dependencia en w.

6. w varfa poco en un ciclo si Aw << w, donde Aw ~ w(0) T, siendo T el periodo del ciclo. En este
ejemplo la propia frecuencia w es la que da el periodo del ciclo: T' = 27/w. Entonces la condicién de
variacién lenta de w se escribe, en este caso, w << w?. Pero al promediar J también decimos que w
varia poco, lo que supone que & << W w.
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18.3 Oscilador armdnico con frecuencia variable

cambios que se acumulen en el tiempo).”

_ No sucede asi con los cambios de la energia
E =w J/(2m); en efecto, E es

| :
EFE=—wJ+wJ)=

B J w
27 ™

(1 — cos20)

A orden cero, J es una constante de movimiento; entonces < E >= O(w).

Nota. Podemos refinar la forma del invariante adiabatico, y lograr una magnitud cuya
derivada se anula al orden w sin necesidad de promediar. En efecto

7 = Jw <1+ 0 )

2w(t)?

cumple que

.2 .
s Jxo(w_ i)

La solucién para ¢(t) se obtiene integrando 6 en la ecuacién (18.7), y reemplazado
en (18.5). Al orden més bajo significativo s6lo consideraremos el primer término de la
expresion para 0 en (18.7). La dependencia temporal de w rompe la evolucién temporal
uniforme de la variable dngulo; ahora es 6(t) ~ [w(t) dt. Entonces resulta

q(t) ~ ,/% sin/w(t) it ~ 1/#&}@) sin/w(t) dt (18.8)

7. En la antigua teoria de los cuantos fundada por N. Bohr en 1913, los sistemas multiperiédicos obe-
decen la regla de cuantificacién de Wilson-Sommerfeld (1915), que dice que los invariantes adiabéticos
J,, s6lo puede tomar los valores n,h, n, € N. La constante de Planck h = 6,626 x 10734Js representa el
cuanto de variable accién. Asi, la invariancia adiabatica de J es la conservacién del nimero de cuantos
ante variacion lenta de los pardmetros. La idea de invariancia adiabatica en la mecanica fue desarrollada
por P. Ehrenfest a partir de 1912.
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En esta soluciéon aproximada de la ecuacion del oscilador arménico con frecuencia lenta-
mente variable, J juega el papel de una constante de integraciéon que caracteriza una
amplitud que varfa lentamente. Esta forma para ¢(t) coincide con la de la aproximacién
WKB en Mecanica Cuantica, aunque los personajes intervinientes tienen otro significado.

Es facil verificar que el ultimo miembro de (18.8) satisface que

i(t) = (0 (1= F200 + 5005 ) a0

lo que confirma el cumplimiento aproximado de la ecuacién del oscilador arménico con
frecuencia variable en el marco de las aproximaciones detalladas en la Nota 6.

Ejemplo. Consideremos el caso donde w? varia sinusoidalmente alrededor de un valor
w,2, como sucede en la ecuacién de Mathieu tratada en §10.3. Sea entonces

wt)? =w,? (1+ & sin(o t))

donde || < 1. Para satisfacer las condiciones de variacién lenta, o deberd ser mucho
menor que w,. Compararemos la solucion numérica de la ecuacién del oscilador arménico
con frecuencia variable con la solucién aproximada obtenida en (18.8), a iguales condi-
ciones iniciales en t = 0. Como el acuerdo es excelente cuando o << w,, mostraremos
un caso marginal para poder apreciar las ligeras discrepancias. Para ello elegimos los
pardmetros w, = 1, 0 = 0.7, k = 0.6, que conducen al siguiente resultado (la curva roja

es la solucién aproximada):

1.0

0.5

-05

~10 Yo

En cambio, la solucién aproximada (18.8) no reproduce los comportamientos resonantes.

Bibliografia adicional
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19 Relatividad Especial

19.1 EIl Principio de relatividad y las leyes de Maxwell

El Principio de relatividad afirma que las mismas leyes fundamentales de la Fisica son
satisfechas en todos los sistemas inerciales. Esto significa que no hay privilegios entre
distintos sistemas inerciales, lo que corresponde a la idea de que el estado de movimiento
(absoluto) no es detectable; sélo es detectable el movimiento relativo. No hay manera de
reconocer el estado de movimiento de un laboratorio mediante un experimento realizado
en el mismo (los cambios del estado de movimiento serian detectables a través de los
efectos inerciales que se generan). El Principio de relatividad se remonta a Galileo, y es
satisfecho por las leyes fundamentales de la Mecédnica. Queremos saber si las leyes de
Maxwell satisfacen o no el Principio de Relatividad. ;Podemos usar las leyes del elec-
tromagnetismo en distintos sistemas inerciales? Para analizar la cuestion consideremos
el siguiente ejemplo:

© 6 6 © 6 © O+ O +—O+—O+—0+0
@ > > > > D> @ @ @ @ ® @
: Fmag
@ @—'@—'@—'@—'@—'@—') @@ ®@ ® @ @ @)

La Figura de la izquierda muestra dos hilos infinitos que portan corrientes iguales; uno es
neutro y el otro estd cargado. Las leyes del electromagnetismo nos dicen que existe una
interaccion magnetostatica entre ambos hilos. En la Figura de la derecha se representa
la misma configuraciéon vista en un sistema de referencia que acompana a las cargas
positivas. En este caso las leyes de Maxwell nos dicen que no existe interaccién alguna
pues uno de los hilos carece de corriente mientras que el otro hilo carece de carga. Los
resultados obtenidos de aplicar las misma leyes en dos sistemas de referencia distintos
son claramente contradictorios (la existencia de una interaccién deberfa ser un hecho
absoluto, independiente del sistema de referencia). A primera vista esta contradiccion
pareceria indicar que no es posible utilizar las leyes de Maxwell en dos sistemas de
referencia distintos. En tal caso las leyes de Maxwell no cumplirian el Principio de rela-
tividad, y seria menester identificar el sistema de referencia donde las leyes de Maxwell
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son aplicables. Sin embargo, debe senalarse que el paso de la Figura de la izquierda a
la Figura de la derecha no es completamente inocente porque entraiia dos suposiciones:
que las distancias no cambian y que las cargas no cambian.

La creencia en distancias absolutas ha sido una piedra basal en la construccion de la
Mecanica de Newton, y debemos admitir que nuestra experiencia cotidiana indica que se
trataria de una buena hipdtesis sobre la naturaleza del espacio. Sin embargo la experien-
cia cotidiana es buena consejera solo en el rango de fenémenos que ella misma abarca.
Examinemos como entra la creencia en distancias absolutas en las transformaciones de
Galileo, que son las transformaciones que usamos para certificar la validez del Principio
de relatividad en la Mecanica Clésica.

(O

En el esquema unidimensional de la Figura estd claro que dop = dpor + dorp. Esta
relacién entre distancias vale si todas las distancias estan medidas en un mismo sistema,
ya sea S o S’. Lo que llamamos coordenada x no es més que la distancia dpp medida
en S, mientras que z’ es la distancia dop medida en S’. Por otro lado, dpor medida en
S esigual a Vt. De aqui se concluye que

dop medida en S =x —Vt (19.1)

La creencia en distancias absolutas nos mueve a reemplazar el miembro izquierdo por z’,
para asi obtener las transformaciones de Galileo. Es interesante notar que esta creencia
implica que el tiempo debe ser igualmente absoluto. En efecto, para que no existan
privilegios entre S y S’ la transformacién de Galileo inversa debe verse igual a la directa
salvo por el cambio de V por —V:

¥ =x-Vt, r=a+Vt;

pero esto es consistente solo si
t=t.

La transformacién de Galileo, basada en la creencia en distancias absolutas o invariantes
(decimos asi de aquellas cantidades cuyo valor no dependen del sistema de referencia),
tiene como consecuencia la adicién galileana de velocidades: @' = o — \7, y la invariancia
galileana de las aceleraciones: @’ = d.

Las leyes fundamentales de la Mecanica cumplen el Principio de relatividad ante trans-
formaciones de Galileo. Por ejemplo, la Segunda Ley de Newton F = ma se construye
con dos miembros que son invariantes galileanos por separado. Por un lado la aceleracién
lo es; por el otro lado, las fuerzas fundamentales de la Mecanica Clasica dependen de
las distancias entre particulas, que son supuestas invariantes. Asi, el cumplimiento de la

170



19.1 EI Principio de relatividad y las leyes de Maxwell

relacién F' = ma en un sistema de referencia es garantia de su cumplimiento en cualquier
otro sistema de referencia galileanamente conectado con el primero.

En cambio las leyes de Maxwell no exhiben este comportamiento ante transformaciones
de Galileo. Por un lado, en la fuerza de Lorentz no sélo intervienen distancias entre
cargas sino también las velocidades de las cargas (que no son invariantes galileanos).
Como vimos en el ejemplo, esta caracteristica de la fuerza de Lorentz impide alcanzar
resultados consistentes ante un cambio galileano de sistemas de referencia. Por otro lado,
las leyes para el campo electromagnético no mantienen su forma ante transformaciones
de Galileo; es decir que no satisfacen el Principio de relatividad galileano. Recordemos
que las leyes de Maxwell para los campos pueden llevarse a la forma de ecuaciones de
onda; en ausencia de fuentes tendremos

O’FE

27 _
W—VE—O; Mo€o =5

,uogo
donde reconocemos la velocidad ¢ de propagacion de la onda con un valor que resulta
de las constantes de la electrostatica y la magnetostatica:

S Moo -
Para sorpresa de Maxwell, el valor de ¢ resulté coincidente con el ya entonces conocido
valor de la velocidad de la luz en vacio. Asi Maxwell concluyé que la luz es una onda
electromagnética. Volviendo a nuestro problema, el hecho que las leyes de Maxwell
contengan una velocidad nos dice que estas leyes cambian de forma ante transformaciones
de Galileo, porque sabemos que las velocidades finitas no son invariantes galileanos
sino que cambian al pasar de un sistema de referencia a otro. Las leyes de Maxwell
quedarian excluidas del Principio de relatividad galileano, y habria que establecer cudl
es el sistema de referencia donde la luz se propaga con velocidad ¢ = (uoso)_l/ 2. es decir,
cudl es el sistema de referencia donde podemos utilizar las leyes de Maxwell tal como las
conocemos. Esto serfa una forma de resolver la paradoja de nuestro ejemplo. Maxwell
pensaba que ese sistema de referencia privilegiado era, como ocurre con toda ecuacion de
onda, el sistema de referencia donde el medio de propagacién de la onda esta en reposo.
Maxwell pensaba las ondas electromagnéticas como ondas de materia, perturbaciones
de un medio material denominado éter. En tal caso el privilegio que adquiere el sistema
de referencia donde el medio esta en reposo no menoscaba el Principio de relatividad,
pues es un privilegio adquirido por razones fisicas, y cualquier otro sistema de referencia
donde el éter esté en reposo sera igualmente privilegiado. Asi sucede con las ecuaciones
de otras ondas de materia (el sonido, la perturbaciones de la superficie del agua de
un estanque, etc.) cuyas velocidades de propagacién relativa al medio dependen de las
propiedades del medio en cuestion. Sin embargo, a diferencia de lo que sucede con otros
medios donde se propagan ondas, el éter se mostraba elusivo a una deteccion directa.
El cardcter intangible del éter (la luz se propaga en regiones aparentemente “vacias”,
el éter no frena el movimiento de los planetas, etc.), movi6 a los fisicos del siglo XIX a
intentar detectar no ya el éter mismo, sino nuestro estado de movimiento respecto del
éter. Los experimentos buscaban medir diferencias en las velocidades de propagaciéon de
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rayos de luz, que revelaran una composicion galileana de velocidades entre la velocidad
de la luz relativa al éter y la velocidad del laboratorio relativa al éter (Hoek, 1868;
Michelson, 1881; Michelson-Morley, 1887; etc.), o alteraciones de la ley de Snell debidas
al movimiento relativo al éter del material transparente donde un rayo se refracta (Arago,
1810; Airy, 1871). Los resultados de estos experimentos fueron siempre negativos: el
movimiento del laboratorio relativo al éter nunca se evidencié. Se tejieron distintas
hipdtesis acerca de la interaccién del éter con la materia para justificar estos resultados.
Estas teorias dindmicas sobre la interaccion entre éter y el resto de la materia alcanzaron
su forma més elaborada en la Teorfa de los electrones de Lorentz (1895).

19.2 La relatividad de Einstein

Mientras la comunidad cientifica debatia estas cuestiones, en 1905 Einstein cambié el
enfoque del problema proponiendo que las leyes de Maxwell son leyes fundamentales
que integran, por lo tanto, el conjunto de leyes que satisfacen el Principio de relatividad.
Para Einstein el campo electromagnético tiene entidad propia, y no precisa una “mate-
rializacién” mediante la idea de un éter. Si el éter no existe, entonces no hay nada que
privilegie un sistema de referencia frente a otro, y las leyes de Maxwell deben ser vélidas
en cualquier sistema de referencia inercial. Esto significa que la luz se propaga con la
misma velocidad ¢ en cualquier sistema de referencia inercial. No existen entonces las
diferencias de velocidad buscadas por los experimentadores, y la ley de Snell se cumple
en cualquier laboratorio donde el material refractante esté en reposo relativo. Claro que
admitir una velocidad finita invariante rompe con el teorema de adicion de velocidades
de Galileo, y supone entonces el abandono de nuestra creencia en distancias y tiempos
absolutos. Einstein propuso elevar las leyes de Maxwell al rango de leyes fundamentales,
abandonado nuestras nociones intuitivas de espacio y tiempo para subordinarlas a la
invariancia de la velocidad de la luz.

Procederemos ahora a replantear la transformacién de coordenadas cuidando de no
introducir en ellas prejuicio alguno sobre la naturaleza del espacio y el tiempo. En la
Figura se muestra una barra recorrida por una particula; el movimiento relativo barra-
particula esta caracterizado por la velocidad relativa V:

o » -V o
| <«
L L

o

En la Figura de la izquierda se describe el movimiento relativo en el sistema fijo a la
barra, mientras que la Figura de la derecha lo describe en el sistema fijo a la particula.
Como no estamos dispuestos a prejuzgar sobre la naturaleza del espacio y el tiempo,
hemos dibujado la barra con distintas longitudes en cada sistema. Llamamos longitud
propia L, ala longitud de la barra en el sistema donde se encuentra en reposo. El tiempo
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que demora el recorrido de la particula a lo largo de la barra también puede depender
del sistema de referencia. Llamaremos tiempo propio At al tiempo transcurrido entre
dos eventos medido en el sistema de referencia donde los eventos ocurren en la misma
posicién (siempre que tal sistema exista). En el caso bajo estudio, los dos eventos son
el paso de la particula por un extremo de la barra y el paso de la particula por el otro
extremo de la barra. Estos dos eventos ocurren en la misma posicién en el sistema fijo a
la particula; de modo que el tiempo transcurrido entre los eventos es un tiempo propio
en el sistema de la Figura de la derecha. La mera definicién de velocidad nos permite
escribir:

LO:VAt7 L:VAT,

donde At es el tiempo del recorrido de la particula a lo largo de la barra en el sistema
de la Figura de la izquierda. De aqui resulta
At _ L (19.2)
At L
Esta relacién nos dice que si estamos dispuestos a renunciar a distancias absolutas (L, #
L) también habremos de renunciar a tiempos absolutos (A7 # At). Ademds nos dice
que la relacion entre la longitud en movimiento y la longitud propia de un mismo cuerpo
tiene el mismo caracter que la relacion entre tiempo propio y el tiempo entre el mismo par
de eventos en otro sistema de referencia. Concretamente, ambas relaciones no pueden
depender més que de la velocidad relativa V' entre el sistema propio correspondiente y
el otro sistema de referencia arbitrario. La ecuacién (19.2) dice entonces que la misma
funcién (V') que expresa la relacién entre longitudes ha de expresar también la relacién
entre tiempos:

L, At

— =9V — = (V). 19.3

2 = 5(V) = (V) (19.3)
En realidad las relaciones (19.3) suponen que el espacio y el tiempo son isétropos y

homogéneos; de otra forma las relaciones podrian depender del lugar o el instante de
ocurrencia de los eventos o de la orientacion de la barra. Vamos a admitir, como en la
Fisica clasica, que el espacio estd dotado de una geometria euclidiana —por lo tanto es
isétropo y homogéneo—, y que las relaciones (19.3) no dependen del tiempo (homogenei-
dad del tiempo).

La forma de la funcién (V') sera dictada por la invariancia de la velocidad de la luz a
la cual se subordinaran las nociones de espacio y tiempo. Para hallar v(V') reemplacemos
la particula del experimento anterior por un rayo de luz, coloquemos un espejo en un
extremo de la barra, y consideremos como par de eventos el paso del rayo de luz por el
extremo libre de la barra, y su regreso al mismo luego de reflejarse en el espejo. En este
caso el tiempo propio entre los eventos corresponde al sistema fijo a la barra pues ambos
eventos ocurren en el mismo extremo de la barra. Como la luz viaja con velocidad ¢ (jen
cualquier sistema!) diremos que

c AT =21, , (19.4)

En el otro sistema calculamos el tiempo At entre los eventos con la misma velocidad
¢ para el rayo de luz; teniendo en cuenta el desplazamiento de la barra de longitud L
resulta
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VAtvueIta
c Atida =L+V Atidat ) C Atvuelm =L-V Atvueli&a )
entonces I I of ]
At = Atige + Atyyeita = =— — . 19.5
ot " c—V+c+V c 1-% (19.5)
Dividiendo (19.4) y (19.5), y usando las relaciones (19.3) se obtiene
1
% e — (19.6)
=
Luego, reemplazando en (19.3)
V2
contraccion de longitudes L="L, \|]1-— (19.7)
c
A
dilatacion del tiempo At = —=L (19.8)
1-%

c2

Estas son las relaciones entre longitudes y tiempos que resultan de admitir la existencia
de una velocidad finita ¢ invariante (igual en todos los sistemas de referencia); son
las dos caras de una misma moneda, como se destaca en la ecuacién (19.2). En las
transformaciones de Galileo, en cambio, la tUnica velocidad “invariante” es la velocidad
infinita. Consistentemente podemos reencontrar las nociones clasicas de espacio y tiempo
tomando el limite ¢ — oo en (19.7) y (19.8). También podemos ver en (19.7) y (19.8) la
razon por la cual nuestra experiencia cotidiana no es capaz de revelarnos la relatividad
de distancias y tiempos: la velocidad invariante ¢ (la velocidad de la luz) es mucho
mayor que las velocidades V' involucradas en el rango de fenémenos cotidianos, de modo
que el factor v(V') es practicamente igual a 1 en ese rango. Este comportamiento de
distancias y tiempos permite que las densidades de carga y corriente se transformen de
manera apropiada para que la leyes de Maxwell sean validas en todo sistema de referencia
inercial. Aunque el efecto sea débil para V' << ¢, es suficiente para que el hilo superior
derecho de nuestro ejemplo adquiera la densidad de carga negativa necesaria para que
la interacciéon magnetostatica de la izquierda se vea como una interaccién electrostatica
en el sistema de la derecha de la Figura.
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19.3 Transformaciones de Lorentz

Ahora podemos regresar a la ecuacién (19.1) para darle a “dop medida en S” el
tratamiento que corresponde a esta nueva forma de ver el espacio y el tiempo. Como
dijimos, la coordenada x’ es do p medida en S’, y puede pensarse como la longitud L,
de una regla en reposo en el sistema S’. Entonces dop medida en S es la longitud
contraida de esa regla: do/p medida en S = (V)™ dorp medida en 8" = ~(V)™' o)y
la ecuacion (19.1) resulta:

' =~(V) (x = Vi) (19.9)

Para que los sistemas S y S’ estén en pie de igualdad, la transformacién inversa de (19.9)
debe tener su misma forma salvo por el cambio de V' por —V/,

r=~V) (@ +Vt) (19.10)

De las ecuaciones (19.9) y (19.10) se pueden despejar t' y ¢:
=~V (t—Vec?a) (19.11)
t=y(V) ([t +Ve?a) (19.12)

Mediante un experimento pensado similar al que permitié obtener (V') se obtiene que
las longitudes transversales a la direccion del movimiento no cambian:

v =y (19.13)
2=z (19.14)

(Ayuda: coloque la barra con el espejo perpendicular a la direccion del eje z, y use el
teorema de Pitagoras).

Las transformaciones (19.9-19.14) son las transformaciones de coordenadas que dejan
invariante la ecuacion de onda con velocidad de propagacién c. Se llaman transfor-
maciones de Lorentz (Voigt, 1887; Larmor, 1900; Lorentz, 1899, 1904); para ¢ — 0o
devienen en las transformaciones de Galileo. Transforman las coordenadas de un evento
(un "aqui y ahora”, un punto en el espacio-tiempo). Aunque fueron obtenidas antes del
trabajo de Einstein, su interpretacion era completamente diferente. Mientras que para
Einstein la contraccion de longitudes y la dilatacién del tiempo son efectos puramente
cinemdticos que no privilegian sistema de referencia alguno (la barra tendra longitud
L, en cualquier sistema de referencia donde se encuentre fija, y tendra longitud L en
cualquier sistema de referencia donde se mueva longitudinalmente con velocidad V),
para Lorentz la velocidad V era la velocidad de la barra respecto del éter, y la con-
traccién era un hecho absoluto (verificado en todo sistema de referencia) producido por
una interaccién con el éter. Segun Lorentz la “dilatacion del tiempo” no afectaba al
tiempo absoluto sino que involucraba a un “tiempo matematicamente auxiliar”.

En Relatividad se utilizan graficos ct vs. x. En tales graficos un evento es un punto, y
un rayo de luz es una recta a 45°. Los movimientos de las particulas se denominan lineas
de universo. La Figura siguiente muestra un par de lineas de universo de particulas en
movimiento uniforme, un rayo de luz y algunos eventos indicados en rojo.
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linea de universo de
una particula en reposo

linea de universo de una
particula con velocidad
constante 0 <u, <c
(tga=u,/c)

linea de universo de
un rayo de luz (u, = c)

Es comun insertar las lineas coordenadas del sistema S’ en el gréfico espacio-temporal
del sistema S. Para ello usamos las transformaciones (19.9) y (19.11) para determinar
el lugar geométrico de los eventos que tienen ¢’ =constante y =’ =constante; resultan
ser rectas de pendiente V/c y (V/c)™! respectivamente. En particular ¢ = 0 caracteriza
a los eventos que forman el eje 2/, mientras que =’ = 0 caracteriza a los eventos que
forman el eje ¢’

\\ o = arctg (V/c)
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Relatividad de la simultaneidad

Para extraer resultados cuantitativos de estos graficos mixtos es necesario calibrar pre-
viamente los ejes de ambos sistemas de referencia. A diferencia de las rotaciones, las
transformaciones de Lorentz no dejan invariantes circunferencias sino hipérbolas (como
veremos enseguida); de manera que las unidades de medida en los ejes de S’ difieren
de las de los ejes de S. En cambio no hay dificultad en extraer resultados cualitativos,
y el mas evidente de todos es que lo eventos que son simultaneos en S no lo son en
S" y viceversa. La simultaneidad de eventos es una nocién relativa (mientras que en
Fisica Clasica es absoluta). En efecto, en el sistema S son simultaneos todos los even-
tos que tengan la misma coordenada t, es decir todos los puntos que estén sobre una
misma recta paralela al eje x de la Figura anterior. Por otro lado, en S” son simultaneos
todos los eventos que tengan la misma coordenada t', es decir que se trata de puntos
dispuestos sobre rectas paralelas al eje 2’ de la Figura anterior. Evidentemente las no-
ciones de simultaneidad de cada sistema difieren entre si (At = 0 no implica At' =0 en
las transformaciones de Lorentz). La relatividad de la simultaneidad es el ingrediente
necesario para justificar que dos sistemas de referencia no acuerden en las dimensiones
de un objeto. La medicién de una barra en el sistema S supone la determinacion de las
posiciones simultaneas de sus extremos. Esta medicion no es “buena” para el sistema
S’ porque éste no comparte la nocién de simultaneidad de aquél.

19.3.1 Intervalo

Distancias y tiempos no son invariantes por separado ante transformaciones de Lorentz,
pero si lo es una combinacién de ellos llamada intervalo. El intervalo As? es una forma
cuadratica hiperbodlica de las diferencias de las coordenadas de un par de eventos:

As® = A — |AF? (19.15)

donde |A7] y At son la distancia y el tiempo transcurrido entre los eventos (JA7]? =
Az? + Ay* + Az?). Para probar la invariancia de As? usamos que Ay, Az son de por si
invariantes ante transformaciones de Lorentz a lo largo del eje x; por lo tanto sdlo resta
mostrar la invariancia de c2At? — Ax?, que escribiremos como (cAt — Ax)(cAt + Az) =
A(ct — ) Alet + ). Como

ol

L¥
1+

ct' o' =y(V) |t — %x:t (a:—Vt)} = (V) (IZF %) (ct £x)= (ct +x),

o<

entonces A(ct’ — 2') A(ct’ + 2') = A(ct — x) A(ct + x), pues los factores /1 + Vel se
cancelan en este producto, lo que prueba la invariancia del intervalo.!

1. Notar que la linealidad de las transformaciones de Lorentz conduce a que las diferencias de coor-
denadas se transformen como las coordenadas mismas.

177



R. Ferraro - Notas para un Curso de Mecanica Clasica

El intervalo tendria el aspecto de una distancia euclidiana en un espacio-tiempo de
cuatro dimensiones, si no fuera porque las coordenadas espaciales entran con signo opues-
to al de la coordenada temporal. Se dice entonces que el espacio-tiempo tiene una
geometria pseudo-euclidiana (espacio-tiempo de Minkowski).

19.3.2 Cono de luz. Tipos de separacion entre eventos

La invariancia del intervalo permite clasificar pares de eventos en forma independiente
de los sistemas de referencia. Diremos que un par de eventos tiene separacién temporal,
espacial o nula segin si el intervalo entre ellos es positivo, negativo o cero.? Los eventos
con separacién nula estdn sobre rayos de luz ( As* = 0 <= |Ar] = ¢ At). Esta
clasificacién absoluta (independiente del sistema de referencia) introduce en el espacio-
tiempo la nocién de cono de luz de un evento. El cono de luz de un evento E esta
formado por todos los eventos que tienen separacion nula con E. Esto significa que el
cono de luz de E esté generado por todos los rayos de luz que pasan por E.

Ct N A

Los eventos interiores al cono de E estan separados temporalmente de E. Los eventos
exteriores al cono de luz de E estan separados espacialmente de E. A partir de la
Figura anterior no es dificil ver que si dos eventos F' y A estan separados temporalmente
siempre es posible construir un sistema de referencia donde los dos eventos ocurren en
la misma posicién (de manera que para ellos existe un tiempo propio). En cambio si dos
eventos I/ y B estan separados espacialmente siempre existe un sistema de referencia
donde los dos eventos son simultaneos; en el resto de los sistemas de referencia o bien
ocurre E antes que B, o bien ocurre B antes que E. Por lo tanto no puede hablarse
de una relacion causa-efecto entre eventos separados espacialmente. En cambio el orden

2. Algunos autores definen el intervalo con la signatura opuesta. En ese caso la separacién temporal
corresponderd a intervalo negativo, etc. Lo importante de esta clasificacién es identificar cual de los dos
términos, el temporal o el espacial, es el que domina en el intervalo entre el par de eventos.
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temporal de dos eventos separados temporalmente es el mismo en todos los sistemas de
referencia.?

En la Figura previa a la que antecede es claro que E ocurre en la misma posicion que
F en el sistema S’, pero no ocurre asi en el sistema S. Del mismo modo, E es simultdneo
con G en S’ peronoloesen S.

19.4 Composicion relativista de movimientos

La transformacién de Lorentz de la velocidad de una particula @ = dr/dt se obtiene
diferenciando las transformaciones (19.9-19.14) y tomando los cocientes. De esa forma,
las componentes de @' = di” /dt’ resultan

/1 _ V2 _ vz
) Uy — V. / I—F uy / l—F u,

= u = —- u. =
) )
z 1_uz2V Y 1 — wV z 1 — wV

c? c?

U

La composicion relativista de velocidades explica el resultado del experimento realizado
por Fizeau en 1851 para medir la velocidad de la luz en una corriente de agua. La
composicion de las velocidades de la luz y del agua arrojo un resultado dificil de explicar
en un contexto histérico pre-relativista. En aquel momento, el resultado se entendié
como una consecuencia del arrastre parcial del éter propuesto por Fresnel en 1818,
quien habia tenido que imaginar una singular interaccion entre el éter y las sustancias
transparentes en movimiento para explicar el resultado del experimento de Arago (1810)
que involucraba la refraccion de la luz en un prisma mévil.

Mediante un procedimiento similar se obtiene la transformacién de Lorentz de las
aceleraciones.

19.5 Tiempo propio de la particula

En la Figura vemos una linea de universo de una particula con un movimiento ines-
pecifico. Los eventos pertenecientes a la linea de universo de una particula estan
causalmente conectados. Por lo tanto el cono de luz de cualquiera de ellos debe con-
tener la linea de universo completa. Para que esto suceda, la velocidad u de la particula
deberia ser siempre menor que la velocidad de la luz: |u| < c.

3. La construccién del sistema de referencia donde eventos separados temporalmente ocurran en un
mismo lugar (A7 = 0), o donde eventos separados espacialmente ocurran simultdneamente (At = 0),
requerird de un boost de Lorentz como el las ecuaciones (19.9-19.14), pero realizado a lo largo de la
direccién espacial que une los eventos en cuestién.
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ct

N

ct

El intervalo entre un par de eventos vecinos de la linea de universo, con coordenadas
(ct, ™)y (ct + ¢ dt, 7+ dr), es

d 2 2
ds? = 2dt? — |d? = 2dt? (1 - %) = 2dt? (1 - 3—2) >0

Como el intervalo es invariante, tiene el mismo valor en cualquier sistema de referencia:

2 /12
\/1—U—2 cdtzwl—u—z cdt' .
c c

En particular, en el sistema de referencia donde la velocidad de la particula se anule en
el instante considerado (sistema propio de la particula), el radicando se hace igual a
1, y el tiempo es el tiempo propio A7 entre los eventos (en el sistema propio los eventos
ocurren en el mismo lugar); entonces la ecuacién anterior puede escribirse asi

dr =~(u) ™t dt = y@/)tdt . (19.16)

Por cierto esto no es més que la dilatacién del tiempo, o la relacién A7 = ¢ 'As para
eventos con separacién temporal.
El tiempo propio a lo largo de la linea de universo de la particula se obtiene integrando

la expresion anterior,
2
AT = /7(u(t))‘1 dt :/\/ 1-— “(c’;) dt . (19.17)

AT es el tiempo que mide un reloj que viaja junto con la particula. Los relojes que
estdn en reposo indican el tiempo coordenado At del sistema de referencia.
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19.5.1 Paradoja de los gemelos

El resultado anterior ilustra la llamada “paradoja” de los gemelos. Dos gemelos se
separan porque uno de ellos emprende un viaje espacial. A su regreso, el viajero en-
cuentra que su hermano envejecié mas que él. Esta claro que la integral A7 entre dos
eventos (en este caso, la partida y la llegada del viajero) depende de la linea de universo
utilizada para unir los eventos (dr no es un diferencial exacto). Para el gemelo que
permanecié en la Tierra es u = 0 (imaginando a la Tierra como un sistema inercial);
entonces ATrierra = titegada — tpartida- EN cambio en A7, 0o €l integrando es siempre
menor que 1; asi resulta ATyigjero < ATpierrq. Lo “paraddjico” es que podria pensarse que
la situacion es simétrica: cualquiera de los dos es un “viajero” visto desde la perspectiva
del otro. Lo que rompe la simetria es el hecho de que sélo uno de ellos podria verse como
“viajero inercial”; si ambos fuesen inerciales no podrian reencontrarse. El privilegio del
viajero inercial es conferido por la propia estructura geométrica del espacio-tiempo de
Minkowski.

19.6 Dinamica relativista

Mientras que el Principio de inercia permanece valido en Relatividad Especial, la se-
gunda ley de Newton, y la forma de las fuerzas fundamentales, deben reformularse para
satisfacer el Principio de relatividad ante transformaciones de Lorentz. La tercera ley de
Newton, que lleva a compensaciones simultdneas a distancia de las variaciones de canti-
dad de movimiento, tampoco es satisfactoria en el contexto relativista (la simultaneidad
no es absoluta en Relatividad).

Para construir la Mecéanica relativista partiremos de un principio variacional cuya
accién sea un invariante lorentziano. De esa forma, si la accion es estacionaria en un
sistema inercial, lo serd también en cualquier otro sistema inercial. Asi las ecuaciones
de Euler-Lagrange cumpliran con el Principio de relatividad ante transformaciones de
Lorentz. Por otro lado, la accién relativista debe ser capaz de reproducir la dinamica
newtoniana cuando las velocidades sean mucho menores que la velocidad de la luz. Su
Lagrangiano debe ser equivalente al Lagrangiano clasico en el limite |u| << c.

19.6.1 Accidn de la particula libre

El (invariante) tiempo propio a lo largo de la linea de universo de la particula (19.17)
es la eleccion adecuada para la funcional accién de la particula libre,

S[F(t)] = —md? /dT = —mc? /v(u)_l dt = —mc? / 1—% dt . (19.18)

El coeficiente —m ¢ permite obtener el limite cldsico correcto:
2 u? 2 1 2 4,4
L=-mc\/1-—=—-mc —|—§mu +O(u"/c).
c
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19.6.2 Cantidad de movimiento y energia

El momento canénicamente conjugado 0L /0t que resulta del Lagrangiano de particula
libre (19.18) es la cantidad de movimiento de la particula

o mua (W) @ = ()dF_ dr
p = u2—m7uu—m7udt—md7

(19.19)

(en el ultimo paso usamos la ecuacién (19.16)); p' tiende a mu cuando |i] << c.

El Hamiltoniano asociado al Lagrangiano de particula libre,

U2

H=1i p—L=my(u)u®+mc*y(u)" = mec’y(u) (—2 + 7(u)‘2) = mc* y(u)
c
es la energia de la particula
E = m~y(u)c®. (19.20)

La energia E es una combinacién de energia en reposo mc? y energia cinética:

2
mc 1
E = ——— = mé® + —mu®

5 + .. =m+ T, (19.21)
u2

donde T es la energia cinética de la particula, que a bajas velocidades coincide con la
energia cinética clasica.

Combinando (19.19) y (19.20) obtenemos
p = c?*Eu (19.22)

que es un resultado tipicamente relativista: la cantidad de movimiento es un flujo de
energia (como sucede en teorfa electromagnética).
La ecuacion (19.16) puede usarse para reemplazar y(u) en la energia (19.20),

E dt
— = —. 19.23
c me dr ( )

Asi vemos que la energia de la particula es proporcional a la relacién entre el tiempo dt
de los relojes del sistema de referencia y el tiempo propio de la particula dr.

19.6.3 Transformaciones de F' y p

Como dr es invariante, las ecuaciones (19.19) y (19.23) implican que el compor-
tamiento de (E/c, p) ante transformaciones de Lorentz serd el mismo que el de (c dt, dr).

182



19.6 Dinamica relativista

Como las transformaciones de Lorentz son lineales, los diferenciales de las coordenadas
se transforman como las coordenadas. Entonces

E = A(V)(E—Vyp,) = (V) (E-V-p) (19.24a)
Py = V) (po = Vo °E) (19.24D)
Py = Py (19.24c)
p. = p: (19.24d)

Asf como ¢ dt y |dr] se combinan para formar el invariante intervalo, también E? y
c?|p]? forman el invariante energia-cantidad de movimiento que refleja el valor de
la masa de la particula:

E?* — A|p)? = m*cty(u)? — m*uPy(u)? = mict (1 - Z—j) y(u)? =m2ct,  (19.25)
lo que ademas muestra que el Hamiltoniano de la particula libre es
[P + m2cd
Diferenciando la ecuacién (19.25) se obtiene
EdE = Zp-dp,
o, usando la ecuacién (19.22)

dp

dE = u-dp = dr
p Tdt’

(19.26)
lo que sugiere que la fuerza en Relatividad Especial estd dindmicamente asociada a
dp/dt. En tal caso, el resultado anterior serfa un teorema trabajo-energia. Noétese que
F = dp/dt implica que la fuerza no es paralela a la aceleracién en general, pues la
derivada de «y(u) contribuye con un término paralelo a «@. En el limite de trabajo infinito
la energia F diverge, y la velocidad de la particula en (19.20) tiende a c¢. Asi la velocidad
de la luz es un limite inalcanzable para la particula.

19.6.4 Fuerza de Lorentz

Si la particula no es libre entonces la accion debe completarse con un término de
interaccién Smt que sea invariante lorentziano. En el caso de una carga e mteractuando
con campos E B externos descriptos por los potenciales electromagnéticos ¢ y A el
término de interaccién es

Sint = —€ /((b—ﬁ-ff)dt

183



R. Ferraro - Notas para un Curso de Mecanica Clasica

donde reconocemos el potencial dependiente de la velocidad U = e(¢p — « - /T) visto en
§4.4.* La accién Sjpre + Sins corresponde al Lagrangiano L = —mfy(u)_lc2 — U. En las
ecuaciones de Euler-Lagrange, el primer término de L contribuye con dp/dt, y el segundo
término provee la fuerza de Lorentz, como fue mostrado en §4.4; entonces la ecuacién
dindmica resulta

d

e(E+uxB) = 7 (m y(u) @) |

donde E = —V¢ — 8/?/ Ot y B =V x A. En 1908 Bucherer confirmé experimental-
mente la dindmica relativista, observando el movimiento de un electrén en un campo
electrostatico. Para un campo electrostatico uniforme E, la integracion de la ecuacion
da (e/m)E t = y(u) @; entonces u tiende a ¢ cuando ¢ tiende a infinito.

19.6.5 Fotones

En las primeras décadas del siglo XX se comprendié que el comportamiento de la luz
cuando interactiia con la materia no puede ser descripto por la teoria de Fresnel, que
sin embargo describe todos los fenémenos fisicos asociados a la propagacién de las ondas
luminosas. En el intercambio de energia y cantidad de movimiento con la materia, la luz
se manifiesta a través de cuantos llamados fotones, que se comportan como particulas.
La energia y cantidad de movimiento de los fotones estan, no obstante, asociadas a
propiedades ondulatorias (Einstein, 1905; Compton, 1923),

h
Efoton = hv ) ﬁfoton - _V n ) (1927)
C

donde v es la frecuencia de la luz y 7 es su direccién de propagacién (h = 6,626 x 10734Js
es la constante de Planck). Si reemplazamos estos valores en (19.22) obtenemos 4 = ¢ 7.
Por otro lado, el invariante E? — ¢?|p]? se anula, lo que dice que la masa del fotén es
nula (ver ecuacién (19.25)).

Reemplazando en las transformaciones (19.24a) y (19.24b) se obtiene

. cos@—%

Vo= yV)(1-n-Ve Y, cost = ——— (19.28)
1 — = cost

donde cos# = n,. Notablemente estas son las expresiones para el efecto Doppler y la
aberracién de la luz® que se obtendrian razonando a partir de la teoria ondulatoria.

4. La invariancia lorentziana de S;,; no sera demostrada aqui. Las transformaciones de Lorentz del
campo electromagnético mezclan lo eléctrico con lo magnético, asi como mezclan espacio y tiempo.

5. Si V << ¢ entonces el dngulo de aberracién « = 6’ — 6 es pequeiio, y vale que cos 8’ = cos(6+ «) ~
cosf — a sinf. Aproximando a primer orden en V/c resulta a ~ (V/c) sin#.
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19.7 Energia-cantidad de movimiento. Equivalencia
masa-energia

En Relatividad la conservacion de la energia y la cantidad de movimiento no pueden
ser disociadas. Mientras la conservacion de la cantidad de movimiento es una conse-
cuencia de la simetria del Lagrangiano ante traslaciones espaciales, la conservacion de
energia proviene de la simetria del Lagrangiano ante traslaciones temporales. Pero las
transformaciones de Lorentz mezclan el espacio y el tiempo. En consecuencia, la con-
servacién de la cantidad de movimiento en todo sistema de referencia inercial requiere
que la energia se conserve también en todo sistema de referencia inercial (y viceversa),
lo que es evidente en las transformaciones (19.24) donde E, p se combinan para dar E’,
p’. En Mecéanica Clasica, en cambio, la transformacién de la cantidad de movimiento
esp’'= p—m 17, que no contiene la energia clasica de la particula. Asi en la transfor-
macién de la cantidad de movimiento total de un sistema de particulas, P'=P-M 17,
solo la masa total del sistema aparece en el segundo término. En Mecanica Clésica se
acepta que la masa total M es una magnitud que se conserva independientemente del
resto de las magnitudes (principio cldsico de conservacién de la masa). De esta forma,
la conservacion separada de la masa garantiza que la conservaciéon de la cantidad de
movimiento total de un sistema aislado no se vea afectada por el cambio de sistema de
referencia, y se cumpla en todos los sistemas inerciales (]3 se conserva < P/ se conserva).
Pero en la transformacién lorentziana de la cantidad de movimiento

vy = (V) (pe = Vo ?E) = (V) (po —mV, = Vo2 T)

el clasico término galileano de masa es tan so6lo el primer término del desarrollo de la
energia (energfa en reposo). En Relatividad la energia, y no la masa, debe conser-
varse junto con la cantidad de movimiento para que la conservacién de la cantidad de
movimiento de un sistema aislado valga en todo sistema inercial. En suma, los sistemas
aislados conservan la energia-cantidad de movimiento.

19.7.1 Equivalencia masa-energia

Ahora que vimos que no hay razén para sostener la conservacion de la masa, sino que
debemos utilizar en su lugar la conservacion de la energia, queda abierta la posibilidad
de que la masa, como una forma mas de energia, pueda convertirse en otra forma de
energia y viceversa. Lo veremos en un par de ejemplos.

Colision plastica de dos particulas de igual masa

En el sistema centro de momento, donde se anula la cantidad de movimiento total,
las particulas tienen velocidades iguales y opuestas u antes de la colisiéon. Cuando coli-
sionan forman una tnica particula que permanece en reposo para conservar la cantidad
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de movimiento total. Si no se emite ningin tipo de energia, entonces toda la energia
queda depositada en la energia en reposo de la particula final; la conservacion de la
energia dice que

2my(u) = Mc*,

es decir que la particula resultante tiene una masa M mayor que 2m (vy(u) > 1). Esto
es asi porque la particula resultante no sélo contiene las masas de las particulas que
chocaron sino también contiene sus energias cinéticas.

Defecto de masa

La masa (energia en reposo) de un sistema compuesto incluye las masas de los consti-
tuyentes y la energia de ligadura medida en el sistema centro de momento. Por ejemplo,
un deuterén D estd constituido por un protén y un neutrén. La masa del deuterén
es inferior a la suma de las masas de un protéon y un neutrén libres, lo que significa
que la energia de ligadura de los constituyentes es negativa. El defecto de masa (la
diferencia entre la masa del sistema compuesto y las de sus constituyentes libres) es
(mp —m, — my)c? = —2,22MeV. En general, cuando niclidos livianos se fusionan se
libera cierta cantidad de energia para conservar la energia total (fusién nuclear). En el
caso de ntclidos pesados sucede lo contrario porque més alla del Fe la energia (negativa)
de ligadura por nucleén comienza a disminuir con el aumento del nimero masico; en ese
caso se obtendra energia dividiendo niclidos (fisién nuclear).

Creacion (y aniquilacién) de particulas

La energia cinética puede ser usada para crear particulas. Por ejemplo un pién neutro
70 puede ser creado en una colisién entre protones si la energfa es suficientemente alta.
La reaccién debe superar una energia umbral para dar cuenta de la particula creada.
En el sistema centro de momento la energia umbral de la reaccion

p+p—p+p+7’
es la necesaria para crear el pion y que los productos queden en reposo:
Eumprar = 2mpc + mpoc® = 1876, 54MeV + 134, 98MeV

Para alcanzar esta energia los dos protones deberian colisionar a la velocidad de u, =
0,36 ¢ en el sistema centro de momento.

Colision elastica

El ejemplo anterior es un caso de colision ineldstica. Una colisién se dice elastica si
las particulas antes y después de la colision son las mismas. En ese caso la energia en
reposo es la misma antes y después, y la conservacion de la energia corresponderd a la
conservacion de la energia cinética relativista total.
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Emisidon o absorcion de energia electromagnética

La interaccién entre particulas cargadas puede involucrar radiacion electromagnética.
En los estados inicial o final, cuando las particulas estan muy separadas, las cargas
son libres y la radiacién emitida o absorbida entra en el balance de energia-cantidad
de movimiento a través de fotones. Por ejemplo, un par electrén-positrén se aniquila
para dar lugar a dos fotones (se necesitan al menos dos para conservar la cantidad de
movimiento). En el sistema centro de momento donde el electrén y el positron tienen
velocidades u, iguales y opuestas el balance de energia es

2me y(ue) ¢ = 2hv.

A la inversa, dos fotones pueden crear un par electron-positrén si tienen la energia
umbral necesaria. La frecuencia v esta en el rango de los rayos 7.

El efecto Compton es la interaccién de un fotén con un electron libre. El fotén cede
parte de su energia al electron, y emerge de la colisiéon con una frecuencia menor que la
inicial. El efecto es significativo si la longitud de onda del fotén es del orden o menor
que A\¢ = h/(m.c) = 0,00243nm (longitud de onda Compton).

19.7.2 Interacciones “a distancia”

La Mecénica Clasica admite la existencia de interacciones a distancia, como las inte-
racciones gravitatorias. En ese caso, la tercera ley de Newton garantiza la conservacion
de la cantidad de movimiento total como resultado de la compensacién de las variaciones
simultaneas de las cantidades de movimiento de los cuerpos que interactian (“en cada
instante las fuerzas de interaccién son iguales y opuestas”). En Relatividad la simultane-
idad no es absoluta; por lo tanto, el enunciado mismo de la tercera ley de Newton no es
independiente del sistema de referencia inercial. Asi la relatividad de la simultaneidad
entra en conflicto con la idea de interacciones a distancia. Este conflicto desaparece
en las interacciones locales, porque la simultaneidad de dos hechos que suceden en el
mismo lugar es absoluta. Por ejemplo, en un problema de colisiones entre particulas
libres las interacciones son locales: suceden solo en los instantes y lugares donde se pro-
ducen los choques. En cada choque se conserva la cantidad de movimiento, y no hay
conflicto con la relatividad de la simultaneidad porque dos particulas chocan cuando
estan en el mismo lugar. En una interacciéon local el intercambio de energia-cantidad
de movimiento ocurre en un mismo evento, a diferencia de lo que sucederia en una in-
teraccion a distancia donde se involucrarian dos eventos cuya simultaneidad dependeria
del sistema de referencia elegido.

Las observaciones anteriores atin no ensenan cémo formular teorias de interacciones
“a distancia” en Relatividad. Las interacciones a distancia de la Mecanica Clasica
se describen mediante potenciales dependientes de las distancias entre las particulas.
. Qué magnitudes deberian tomar el papel de estos potenciales clasicos? Para responder
esta pregunta acudiremos a la interaccion paradigméatica de la Relatividad, que es la
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interaccién electromagnética. Como vimos en §19.6.4, las cargas eléctricas no interactian
directamente entre si, sino que lo hacen (localmente) con los campos ¢(7, t), ff(F, t). Asu
vez estos campos tienen su propia dinamica, gobernada por una accién electromagnética
de donde se derivan las ecuaciones de Maxwell. Estos campos poseen energia y cantidad
de movimiento, que resultan de su propio Lagrangiano electromagnético. De esta forma
cada carga puede interactuar localmente con el campo vecino, intercambiando energia-
cantidad de movimiento. El campo, a su vez, transporta energia-cantidad de movimiento
cuando se propaga (ondas electromagnéticas), pudiendo transferirlo parcialmente a otra
carga en otro lugar. Las interacciones entre cargas distantes son entonces mediadas por
un campo que se propaga a velocidad finita ¢, lo que supone la existencia de un tiempo
de retardo entre la “accién” de una carga y la “reaccion” de la otra. La conservacién se
satisface en cada evento del espacio-tiempo, y no hay conflicto con la relatividad de la
simultaneidad. El sistema aislado que conserva la energia-cantidad de movimiento esta
formado por las cargas y el campo.

Material histdrico

A. Einstein, Zur Elektrodynamik bewegter Korper (trad: Sobre la electrodindmica de los cuerpos en
movimiento), Annalen der Physik 17, 891-921 (1905).
https://users.physics.ox.ac.uk/~rtaylor/teaching/specrel.pdf

Bibliografia adicional
R. Ferraro, El espacio-tiempo de FEinstein, Ediciones Cooperativas (Buenos Aires).

R. Ferraro, From ether theory to Special Relativity, en Springer Handbook of Spacetime, A. Ashtekar
y V.Petkov (eds.), Springer-Verlag GmbH (Heidelberg, 2014), doi:10.1007/978-3-642-41992-8_1.
Versién preliminar: http://arxiv.org/pdf/1302.6965.pdf
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20 Analogia con la 6ptica geométrica

20.1 Accion de Jacobi

Consideremos un sistema conservativo holénomo y esclerénomo,

1 .
=5 D m(a) dr dp V =V(g)
Ap

Notemos que

V2Tdt = Zm)\p(q) dqy dg, (20.1)
Ap

entonces, como "= FE — V|

ZA,p m/\p q) dgx dq,

V)

(20.2)

Esto significa que el tiempo infinitesimal que el sistema demora en evolucionar entre dos
configuraciones vecinas —q, y g, + dg,— puede calcularse si se conoce con qué energia el
sistema pasa de una configuracion a la otra. Este es un nuevo ejemplo de que tiempo y
energia son magnitudes que juegan juntas.

La curva que la evolucion del sistema describe en el espacio de configuracion puede
ser obtenida de un principio variacional debido a Jacobi. La accién de Jacobi,

du f
:/ \/ 2AE—V) mep dgy dg, (20.3)
qu i

no contiene el tiempo que demora el sistema en evolucionar desde la configuracién inicial
qu i hasta la configuracion final g, r. En su lugar, A contiene el valor de la energia F con
la que esa evolucion se realiza. El principio variacional busca en este caso la curva entre

189



R. Ferraro - Notas para un Curso de Mecanica Clasica

dos configuraciones fijas que hace estacionaria la funcional A para un valor determinado
de E. La accién de Jacobi no solo no depende del tiempo sino que es independiente de
cualquier parametrizacién que se elija para la evolucion en el espacio de configuracién
(invariancia ante reparametrizaciones). Podemos elegir un pardmetro cualquiera o; si
multiplicamos y dividimos el integrando por do tendremos

dgy d
/\/EV Zm” W 4

Asi podemos ver el integrando como una suerte de Lagrangiano y escribir las ecuaciones
de Lagrange que hacen estacionaria la accion A:

d 2[E - V(g)] dg, | 0 ) darday
0=— My (q) — | — = m
do )\kap(q)%% EV: ) do | Oq, Z ol da do

P

(20.4)

Para verificar que estas ecuaciones efectivamente conducen a la evolucién real del sistema
en el espacio de configuracién, reintroduciremos el tiempo ¢t como pardmetro; esto nos
permitird comparar con las conocidas ecuaciones de Lagrange. Recordemos que d/do en
(20.4) es una derivacién a lo largo de la evolucién del sistema. Si o = ¢ entonces la raiz
cuadrada en el primer término de (20.4) puede reemplazarse por 1, pues £ —V =T a
lo largo de la evolucién del sistema. Entonces la ecuacién (20.4) toma la forma

0= % [2; My %] - aiqu [2 (E—V) T] (20.5)

donde el corchete del primer término es 97'/0q,. Por otro lado, las derivadas 0/0q,
deben realizarse antes del reemplazo £ —V =1T"

Evor [T ov
T  Oqu E -V 0q,

Usando que E —V =T en el resultado (20.6), la ecuacién (20.5) queda

a%“ [2 (E—V) T} - (20.6)

=0

d[ar] aT-v)
dt | 04, dq,

que es la forma habitual de las ecuaciones para la evolucion temporal del sistema.
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20.2 Principio de Fermat

La optica geométrica describe la propagacion de la luz mediante trayectorias que
llamamos rayos. Esas trayectorias pueden obtenerse del principio de Fermat (1658),
que es el primer principio variacional de la Historia,! segiin el cual los rayos de luz se
propagan sobre trayectorias que hacen estacionario el camino éptico [n d¢, donde n es
el indice de refraccién y d¢ es la longitud de arco sobre la trayectoria.

Es notable la analogia entre el principio de Fermat y el principio variacional de Jacobi.
La accion de Jacobi podria escribirse como

A= /q”f V2E V) di | (20.7)

para una “longitud” dl definida en el espacio de configuraciéon como

dl= > m,(q) dgx dg, (20.8)

donde m,(g) juega el papel de un tensor métrico en ese espacio. En el caso de una sola
particula de masa m, dl (es decir, \/ﬁdt) es igual a \/m df, donde d/ es la longitud de
arco sobre la trayectoria de la particula en el espacio fisico. Ademads, como la acciéon de
Jacobi se varia con E constante, entonces podemos escribir el principio variacional de
Jacobi para una tnica particula como

5/‘” V2m(E —V) 40 =0
z =0.
@

donde /2m(E — V)/E tiene unidades de inversa de velocidad. A su vez el principio de

Fermat dice que

donde incluimos ¢ para ver el integrando como la inversa de la velocidad de fase wy = ¢/n
de la onda en un medio con indice de refraccién n. La velocidad de fase se relaciona
con la longitud de onda A y la frecuencia v : wy = Av . Entonces, comparando ambos
principios variacionales vemos que

n_ At V2m(E-V) p
c

= — j 1 1d =
” juega el papel de i 7

Esta identificacién muestra el sentido de las ideas de L. de Broglie, quien en 1924 postulé
que las particulas poseen propiedades de onda cuya relacién con sus propiedades de

1. En la Antigiiedad, Herén de Alejandria ya habia notado que el rayo de luz reflejado en un espejo
toma el camino mas corto entre el objeto y el observador.
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particula son similares a las de los fotones: E = hv, p = hA™! (h es la constante de
Planck).? Asf la regla de cuantificacién de Wilson-Sommerfeld, ¢ p dg = Nh, aplicada
a la orbita del electron en el atomo implica que el perimetro de la orbita j; dq es igual
a N); o sea que la longitud de onda A de la onda piloto de de Broglie cabe un niimero
entero de veces en la orbita.

20.3 Ecuacion de la eikonal

La optica geométrica del principio de Fermat no es mas que una aproximacién de la
Optica fisica, que es valida esencialmente en aquellas regiones del espacio donde la onda
luminosa se parece a una onda plana.

En la ecuacion de onda Y o
n® 0%y
Vip—— =L =0,
14 c? 0Ot?

donde n es el indice de refraccion, consideremos una onda monocromatica
— _ i [2mvt — (T
p(F 1) = A(F) ¢! )

donde A(7) es una amplitud que puede depender de la posicién. Entonces la ecuacién

de onda queda
9 2
Vip=— < wyn) ") (20.9)

c

Por otro lado es
- <V2A i OVA Vo —iA V2 — A |€¢,2> i 2t — 6]

que sustituiremos en (20.9) descomponiendo en partes real e imaginaria:

. 2 2
VA — A V|2 = — ( W”) A (20.10)
C
IVA-Vo+ A V=0 (20.11)
2. La velocidad de grupo w, = dv/d(A™') |, de un paquete de ondas formado por ondas

monocromaticas de longitudes de onda similares, que varian poco alrededor de un valor ),, se identifica
entonces con OF/Idp = ¢. En un medio no dispersivo, donde el {ndice de refracciéon no depende de A,
es wy = (e A7 /n)/O(A™1) = ¢/n = wy . Para relaciones de dispersién no triviales, w, (la velocidad
del rayo o de la energia) no coincide con wy (la velocidad de los frentes de onda, medida sobre la
perpendicular a los mismos). Para la relacién de dispersién relativista E = ¢4/p? + m2c? se obtiene
que wy = ¢ /wy .
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En general, para una magnitud A cualquiera, es |[V2A/A| ~ d~2 donde d es una
distancia caracteristica del cambio de A. En la éptica geométrica estan excluidos los
fenémenos de interferencia, donde la amplitud A varia sensiblemente en dimensiones
del orden de la longitud de onda A\ = ¢/(nv); por lo tanto se requiere que d >> A, es
decir [V2A/A| << A72. Haciendo esta aproximacién en la ecuacién (20.10) queda la
ecuacion de la eikonal,

- 2 2
Vo|> ~ ( 7”’") (20.12)
c
A su vez, la ecuacién (20.11) dice que
V¢ VA
=—-2—— cosa,

Vo A

donde « es el dngulo entre §¢ y VA. El miembro derecho tiene valor absoluto mucho
menor que A%, lo que significa que los cambios de ﬁ(b ocurren en dimensiones mucho
mayores que la longitud de onda. Si en una region la direccién de 6(;5 es aproximada-
mente constante entonces los frentes de onda (las superficies de igual fase ¢ a cada t)
se parecerdn a planos.® Segtin la ecuacién (20.12), para que |§¢\ sea aproximadamente
constante debera también serlo el indice de refraccion n; entonces la longitud de onda
A = ¢/(nv) —la distancia entre las crestas de la onda— serd aproximadamente constante
y los frentes de onda seran aproximadamente paralelos:

¢, +2m

%,

dp =V - dr

La analogia entre la éptica geométrica y la mecdnica puede verse ahora como la ana-
logia entre la ecuacién de la eikonal (20.12) y la ecuacién de Hamilton-Jacobi

9S,\
i) -F

IVS,|? =2m(E—-V) .

que para una particula es

3. En un medio isétropo los rayos tienen direccién perpendicular a los frentes de onda, que es la
direccion de V.
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Para que tenga sentido asociar p = VS, con rayos, y S, con la fase de los frentes
de onda, deberiamos imaginar en el espacio una superficie inicial donde un conjunto de
particulas de igual energia F comienza su movimiento en direccion perpendicular a la
misma. Naturalmente este cuidado no es necesario con la luz porque los rayos de luz no
son entes individuales sino manifestaciones de un mismo campo.

Como la eikonal ¢ es adimensional, dividiremos S, por la la constante de Planck
h = h/(27) para escribir la ecuacién de Hamilton-Jacobi como

o S P 2m(E-V)
h h?
La analogia entonces es
So
i — ¢
2m(E —V) 2rvn 27
h D

La ultima ecuacion también dice que

N
p

que es la longitud de onda de la onda piloto de de Broglie.

20.4 Ecuacion de Schrodinger

En 1926 Schrodinger propuso darle un tratamiento ondulatorio a la Mecdanica, reem-
plazando la ecuacién de Hamilton-Jacobi (el andlogo de la ecuacién de la eikonal) por
una ecuacion de ondas como la (20.9):

2m(E —V)

V= - T

(0

es decir
h2
— = VWV =E1
2m

que es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. En lugar de las reglas de
cuantificacion primitivas, los valores permitidos de la energia E, y otras magnitudes
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compatibles, son determinados por las soluciones de esta ecuacion. Inmediatamente
Schrédinger propuso una ecuacion mas general,

- h 0O ., 0
H (ql,, ;a—qy> \Ij(qu,t) =1h E\I’(qu,t>

donde el operador H es el Hamiltoniano con los operadores (h/i)(0/8q,) reemplazando
a los momentos p,.* El valor de |¥(q,,t)|*, convenientemente normalizado, describe la
probabilidad de encontrar el sistema en una determinada configuracién {g,} a tiempo
t. En el caso de una particula, la ultima ecuacién se reduce a la anterior si la funcién
de onda es estacionaria W(7,t) = ¢(7) =it donde vemos la asociacién entre energfa y
frecuencia propuesta por de Broglie. Esta descripcion ondulatoria de la mecanica —me-
diante una densidad de probabilidades— implica que las particulas manifiestan fenémenos
de interferencia del tipo de los de la éptica fisica.
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4. La construccién de H, sin embargo, puede estar sujeta a ambigiiedades debidas a la no conmuta-
tividad entre ¢, y 9/9q,.
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